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Podemos, então, exprimir o volume V em função de r. 
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Devemos determinar r que torna V máximo. 
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Observação. A condição 0 < r < (27 é para deixar r >0 e h > o 
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Assim, r = .— torna V máximo. 
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R IS IS ; . 
Conclusão. r= | eh=2_|— são, respectivamente, o raio e a altura 


y OT V 67 
do cilindro de volume máximo. 


Exercícios 9.6 


1. Estude a função dada com relação a máximos e mínimos locais e 
globais. 


a) f(x) = — o 
1 + x* 


b) f (x) =x e” 

c) f (X) = e - e 

d) f(x) = 2x? — 9x + 12x +3 

e) f (xX) =x?+3x+2 

A x(D=te” 

g) f(x) = xt - 4x? + 4x? +2 

h) f (x) = sen x + cos x, x E [0,7] 


s 3 2 — a X sha N 
y =P +3 +4, 18 [-1,3) D hw 7n o al 
l+xtgx 2 
5 x—1 
o. x> x4 x , — 
D fœ) = — -—= == + x4 my=e * 
5 2 3 
3i 3 2) na 


n)y = xx" — xº 0) y= Xx" —x 


2. Determine as dimensões do retângulo de área máxima e cujo 
perímetro 2p é dado. 


3. Determine o número real positivo cuja diferença entre ele e seu 
quadrado seja máxima. 


4. Determine o número real positivo cuja soma com o inverso de seu 
quadrado seja mínima. 


5. Determine a altura do cilindro circular reto, de volume máximo, 
inscrito na esfera de raio R dado. 


10. 


11. 


12. 


13. 


Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, 
inscrito na esfera de raio R dado. 


Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, e 
com geratriz a dada. 


Considere a curva y = 1 - x), 0 < x < 1. Traçar uma tangente à 
curva tal que a área do triângulo que ela forma com os eixos 
coordenados seja mínima. 


Determine o retângulo de área máxima e lados paralelos aos eixos 
coordenados, inscrito na elipse 4xº + y?’ = 1. 


Deseja-se construir uma caixa, de forma cilíndrica, de 1 m° de 
volume. Nas laterais e no fundo será utilizado material que custa 
R$ 10 o metro quadrado e na tampa material de R$ 20 o metro 
quadrado. Determine as dimensões da caixa que minimizem o 
custo do material empregado. 


r é uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos nos 
pontos A = (a, 0) e B = (0, b), coma > 0 e b > 0. Determine r de 
modo que a distância de A a B seja a menor possível. 


Certa pessoa que se encontra em A, para atingir C, utilizará na 
travessia do rio (de 100 m de largura) um barco com velocidade 
máxima de 10 km/h; de B a C utilizará uma bicicleta com 
velocidade máxima de 15 km/h. Determine B para que o tempo 
gasto no percurso seja o menor possível. 


B ———e ( 
70 Re af — 
100 m Pad o no 
SIN a ae, 
/ e 
al De 


10 km 


Qual o ponto P da curva y = x? que se encontra mais próximo de (3, 
0)? Seja P = (a, b) tal ponto; mostre que a reta que passa por (3, 0) 
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15. 


16. 


17. 


18. 


e (a, b) é normal à curva em (a, b). 


” 


- Encontre o ponto da curva y = =, x > 0, que está mais próximo da 
X 
origem. 
Duas partículas P e Q movem-se, respectivamente, sobre os eixos 


Ox e Oy. A função de posição de Pé* 7 `! e a de Q, y= ° — pi 


0. Determine o instante em que a distância entre Pe Q seja a 
menor possível. 


Seja g definida e positiva no intervalo I. Seja p E I. Prove: p será 
ponto de máximo (ou de mínimo) de h(x)= ./g (x) em I, se, e 
somente se, p for ponto de máximo (ou de mínimo) de g em 1. 


Um sólido será construído acoplando-se a um cilindro circular reto, 
de altura h e raio r, uma semiesfera de raio r. Deseja-se que a área 
da superfície do sólido seja 57. Determine r e h para que o volume 
seja máximo. 


A Cia. a Ltda. produz determinado produto e vende-o a um preço 
unitário de R$ 13. Estimase que o custo total c para produzir e 
vender q unidades é dado por c = q? — 39º + 4q + 2. Supondo que 
toda a produção seja absorvida pelo mercado consumidor, que 
quantidade deverá ser produzida para se ter lucro máximo? 


19. Determinado produto é produzido e vendido a um preço unitário p. 
O preço de venda não é constante, mas varia em função da 
quantidade q demandada pelo mercado, de acordo com a equação 
p = 420-q.0 <q < 20. Admita que, para produzir e vender uma 
unidade do produto, a empresa gasta em média R$ 3,50. Que 
quantidade deverá ser produzida para que o lucro seja máximo? 


20. Do ponto A, situado numa das margens de um rio, de 100 m de 
largura, deve-se levar energia elétrica ao ponto C situado na outra 
margem do rio. O fio a ser utilizado na água custa R$ 5 o metro, e 
o que será utilizado fora, R$ 3 o metro. Como deverá ser feita a 
ligação para que o gasto com os fios seja o menor possível? 
(Suponha as margens retilíneas e paralelas.) 


A dl 
1000 m 


21. Sejam P = (0, a) e Q = (b, c), em que a, b e c sáo números reais 
dados e estritamente positivos. Seja M = (x, 0), com 0 < x < b. 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27 


Determine x para que o perímetro do triângulo PMQ seja 
mínimo. 
b) Conclua que o perímetro será mínimo para a = 6. 


. Determine M no gráfico de y = xë, 0 < x < 1, de modo que a área do 


triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e M seja máxima. 


A Cia. y Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um 
lucro total dado por L (q) = -q* + 12q* + 60q — 4, em que q 
representa a quantidade produzida. Determine o lucro máximo e a 
produção que maximiza o lucro. Esboce o gráfico desta função. 


Determine uma reta tangente ao gráfico de y = 1 — x°, de modo que 
a distância da origem a ela seja a menor possível. 


Determine o ponto da parábola y = 1 — x? que se encontra mais 
próximo da origem. 


Seja (X,, Yo), Xo > O e y, > 0, um ponto da elipse x? + 4y? = 1. Seja T 
a reta tangente à elipse no ponto (X, Yo). 


a) Verifique que T tem por equação 
xXx X+4y,y=1. 


b) Determine x, de modo que a área do triángulo determinado por T 
e pelos eixos coordenados seja mínima. 


. Uma partícula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade 


constante e igual a 1. Outra partícula Q desloca-se sobre a parábola 
y = 1 — x? de modo que sua projeção sobre o eixo x descreve um 
movimento com velocidade constante e igual a 2. No instante t = 0, 
as partículas P e Q encontram-se, respectivamente, nas posições (0, 
0) e (0, 1). Determine o instante em que as partículas encontram-se 
mais próximas. 


28. 


29. 


30. 


31. 


Dado o triângulo retângulo de catetos 3 e 4, determine o retângulo 
de maior área nele inscrito, de modo que um dos lados esteja 
contido na hipotenusa. 


Determine o ponto da parábola y = x? que se encontra mais 
próximo da reta y = x — 2. 


Dois vértices de um retângulo R estão sobre o eixo x e os outros 
. ro. Rana X -w E . “1. 
dois sobre o gráfico de y = 1432 x > 0. Considere o cilindro que 
2 


se obtém girando o retângulo R em torno do eixo x. Determine o 
retângulo R de modo que o volume do cilindro seja o maior 
possível. 


Considere duas retas paralelas r e s. Sejam A e C dois pontos 
distintos de r e B um ponto de s. 


Q B 


Determine Q na reta s de modo que a soma das áreas dos triângulos 


APC e QPB seja mínima. 


32. Considere o triângulo isósceles ABC, com AB = BC. Seja H o 


ponto médio de AC. Determine P no segmento HB de modo que a 
soma das distâncias de P aos pontos A, B e C seja a menor 
possível. 


33. (Lei de refração de Snellius). Considere uma reta r e dois pontos P 


e Q localizados em semiplanos opostos. 


9.7. 


Uma partícula vai de P a M com velocidade constante u e 
movimento retilíneo; em seguida, vai de M a Q com velocidade 
constante v, também, com movimento retilíneo. Mostre que o tempo 
de percurso será mínimo se 


sena senB 


u 1 


CONDIÇÃO NECESSÁRIA E CONDIÇÕES 
SUFICIENTES PARA MÁXIMOS E MÍNIMOS 
LOCAIS 


Sejam f uma função e p um ponto interior a D, (p interior a D, & existe 
um intervalo aberto I, com I € De p € I). Suponhamos f derivável em p. O 
nosso próximo teorema conta-nos que uma condição necessária, mas não 
suficiente, para que p seja ponto de máximo ou de mínimo local é que f (p) 
= 0. A figura abaixo dá-nos uma ideia geométrica do que falamos acima. 


pı é o ponto de mínimo local: f’ (p1) = 0 

Pp» é o ponto de máximo local: f* (p,) = O 

f" (px) = 0, mas px nem é ponto de máximo, 

nem de mínimo; p, é ponto de inflexão horizontal 
p4 é ponto de máximo local, mas f' (py * 0; 


p4 não é ponto interior. 


Teorema 1. Seja f uma função derivável em p, em que p é um ponto 
interior a D, Uma condição necessária para que p seja ponto de 


máximo ou de mínimo local é que f (p) = 0. 


Demonstração 


Suponhamos que p seja ponto de máximo local (a demonstração será 
análoga se p for ponto de mínimo local). Assim, existe r > O tal que 


fœ) <f (9) em lp =r, p +r[n De 


Como, por hipótese, p é interior a D, podemos escolher r de modo que 
lp-r,p+ric D, Assim 


f (x) < f (p) para todo x em ]p - r, p + rl. 


Como f é derivável em p, os limites laterais 


lim FO) e lim fa) - fp) 
x> pt x—p x> p7 x—p 
existem e são iguais a f (p): 
f'p)= lim Jœ)- JP) _ lim Fi) f (p) l 
x> pt k= p x> p7 x= p 
(x)— f(p) R € 
Parap<x<p+r, = = 0; pela conservação do sinal 
lim HO) <= (0 
x> pt xP 
logo, f (p) < 0. 
(x) — f(p 
Parap-r<x<p, 100) Hp) > O: daí 
x= p 
lim SO) fp) = 0 
x>p xP 


logo, f (p) > 0. Como f (p)>0ef (p) < 0 resulta f (p)=0. m 


Um ponto p € D, se diz ponto crítico ou ponto estacionário de f se f (p) 
= 0. O teorema anterior conta-nos, então, que se p for interior a D, e f 


derivável em p, então uma condição necessária para que p seja ponto de 


máximo ou de mínimo local de f é que p seja ponto crítico de f. 


Vamos, agora, estabelecer uma condição suficiente para que um ponto p 


seja ponto de máximo ou de mínimo local. 


Teorema 2. Sejam f uma função que admite derivada de 2.º ordem 
contínua no intervalo aberto Te p € I. 


a) f(p)=0ef" (p)>0= p é ponto de mínimo local. 


b) f (p)=0 ef (p)<0 => p é ponto de máximo local. 


Demonstração 


a) Como f” é contínua em Te f' (p) > O, pelo teorema da conservação do 
sinal, existe r > O (tal r pode ser tomado de modo que Jp — r, p + rl esteja 
contido em I, pois estamos supondo I intervalo aberto e p € D tal que 


f" (9) >0em Ip —-r,p+rl. 


Segue que f é estritamente crescente neste intervalo; como f' (p) = 0, 
resulta: 


(1)<0 emip=r,pl e 
(1) >0 em]p, p+ rl. 


“y 


W 


p-r p p+r 
A A fp=0ef"(p)>0 
p 


Logo, f é estritamente decrescente em Jp — r, p] e estritamente crescente em 
[p, p +r [. Portanto, p é ponto de mínimo local. 


b) Faça você. m 


Exercícios 9.7 


1. Determine os pontos críticos da função dada e classifique-os (a 
classificação refere-se a ponto de máximo local, ponto de mínimo 
local ou ponto de inflexão). 


4 
x 3 2 
a) fœ = — -x -2x +3 


ao 


b) x (1) = JB —21 +1 
c) h(x) = x - 3x + 3x- 1 


D Fn 
e xt +2x) + x2+41 


e) f (x) =x! — 4x? + 6x) — 4x +1 
A g) = xke” 


Suponha que f admite derivada de 3.º ordem contínua no intervalo 
aberto Ie seja p € I. Prove que se f (p) = f' (p) = 0 e f” (p)*0 
então p é ponto de inflexão horizontal. 


Suponha que f admite derivada até a 4.º ordem contínua no 
intervalo aberto T e seja p € I. Prove que se f (p) = f! (p) = f” (p) = 
0 e f” (p) 4 0, então p será ponto de máximo local se f® (p) < 0 e 
será ponto de mínimo local se f® (p) > 0. 


Generalize os resultados obtidos nos Exercícios 2 e 3. 


f(x) 


Seja f derivável em R e seja g dada por g (x) = + x * 0. 


X 
Suponha que p é ponto de máximo local de g. 


a) Prove que p f (p) -f (p) = 0. 


b) Prove que a reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa p 
passa pela origem. 


Suponha que f seja derivável até a 2.º ordem em R e tal que para 
todo x 


PO +xfO)=1. 


a) Prove que f não admite ponto de máximo local. 

b) Prove que, se f admitir um ponto crítico x,, então x, será ponto de 
mínimo local. 

c) Prove que f poderá admitir no máximo um ponto crítico. 


7a 


Suponha que f seja derivável até a 2.º ordem em R e tal que para 
todo x 


xP x) + flo) = 2. 


a) Prove que, se x, for ponto de máximo local, então x, < 0. 
b) Prove que, se x, for ponto de mínimo local, então x, > 0. 


c) Prove que f(x) > O para todo x. 
(Sugestão: Observe que f (0) = 2.) 


(Teorema de Darboux.) Suponha g derivável em [a, b], com g' (a) 
< 0 e g' (b) > 0. Prove que existe c em Ja, b[ tal que g' (c) = 0. 
Interprete geometricamente. 


(Sugestão: Verifique que o valor mínimo g (c) de g em [a, b] é tal 
que g (c) < g (a) e g (c) < g (b).) 


Suponha g derivável no intervalo T e tal que g' (x) 4 O em todo x de 
I. Prove que 
g (x) > 0 em todox € I 
ou 


g' (x) < 0 em todo x € I. 


10. Suponha g derivável em [a, b] e seja m tal que g' (a) < m < g' (b). 


Prove que existe c em Ja, b[ tal g' (c) = m. 


(Sugestão: Aplique o Exercício 8 à função f (x) = g (x) — mx.) 


11. Seja y = f (x) uma função derivável até a 2.º ordem no intervalo 


aberto I, tal que para todo x € I. 
Ff O)+xf ON- fl) F=0 
f(x) 40. 


a) Verifique que f’ é contínua em I. 
b) Prove que f não admite ponto de máximo local em T. 
12. Seja y = f(x) derivável até a 2.º ordem em ]-r, r [, r > 0, tal que, 
para todo x € ]-r, rl, 


F (9) + fl) — x If) = o. 
Suponha, ainda, que f (0) = 0 e f (0) = 1. 


a) Prove que f não admite ponto de máximo local em JO, r]. 
b) Prove que f não admite ponto de mínimo local em J-r, 0]. 
c) Prove que f é estritamente crescente em ]-r, r]. 


9.8. MÁXIMO E MÍNIMO DE FUNÇÃO CONTÍNUA EM 
INTERVALO FECHADO 


Seja f uma função contínua no intervalo fechado [a, b]. O teorema de 
Weierstrass (veja Cap. 5) garante-nos que f assume em [a, b] valor máximo 
e valor mínimo. Vamos descrever, a seguir, um processo bastante 
interessante para determinar os valores máximos e mínimos de f em [a, b]. 
Suponhamos f derivável em Ja, b[. Seja f (p) o valor máximo de fem [a, b]; 
deste modo, p ou é extremidade de [a, b] ou p € Ja, bl; se p € Ja, bl, pelo 
teorema 1 da seção anterior, f (p) = 0. Segue que, para se obter o valor 
máximo de f em [a, b], é suficiente comparar os valores que f assume nas 
extremidades de [a, b] com os assumidos nos pontos críticos que pertencem 
a la, b[. O valor máximo de f em [a, b] será então o maior desses valores. 
Evidentemente, o valor mínimo de f em [a, b] será o menor daqueles 
valores. 

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os 
valores máximos e mínimos de f em [a, b], no caso em que f é contínua no 
intervalo fechado la, b] e não derivável em apenas um número finito de 
pontos de [a, b]. 


Exercícios 9.8 


Determine os valores máximos e mínimos (caso existam) da função 
dada, no intervalo dado. 


4 


Lfg= E — L — R? + 3 em [-2, 3]. 
3 Do. 
2. g (x) =x — 3x7 + 3x — 1em[-2, 1]. 
A x5 xt 3 2 ` 
3. fœ) = o -x +4 — 4x + 1em [-3, 3]. 
> 4 


4. f(x) = sen x — cos x em [0, 77]. 
5. f) = Yx? — 2x? em[-1,2]. 


6. f(x) = — em 10, 21. 
z = 2 
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PRIMITIVAS 


10.1. RELAÇÃO ENTRE FUNÇÕES COM DERIVADAS 
IGUAIS 


Já sabemos que a derivada de uma função constante é zero. Entretanto, 
uma função pode ter derivada zero em todos os pontos de seu domínio e 
não ser constante; por exemplo 


| l se x>0 
fœ = s 
|- l se x<0 


é tal que f(x) = O em todo x no seu domínio, mas f não é constante. O 
próximo teorema, que é uma consequência do TVM, conta-nos que se f 
tiver derivada zero em todos os pontos de um intervalo, então f será 
constante neste intervalo. 


Teorema. Seja f contínua no intervalo I. Se f(x) = O em todo x 


interior a I, então existirá uma constante k tal que f (x) = k para todo x 
em 1. 


Demonstração 


Seja x, um ponto fixo em I. Vamos provar que, para todo x em I, f(x) = f 
(x,), o que significará que f é constante em I. Para todo x em I, x % x,, existe, 
pelo TVM, um y pertencente ao intervalo aberto de extremos x e x, tal que 


FO) =P) =P Go) x = xo). 


(Observe que de acordo com a hipótese, f é contínua no intervalo fechado 
de extremos x e x, e derivável no intervalo aberto de mesmos extremos.) 


Como y é interior a I, pela hipótese f (x) = 0, logo 
F- f(x) = 0 ou f(x) = f(x) 
para todo x em I. Tomando-se k = f(x,), resulta o teorema. E 
Como consequência deste teorema, provaremos que se duas funções 


tiverem derivadas iguais num intervalo, então, neste intervalo, elas 
diferirão por uma constante. 


Corolário. Sejam f e g contínuas no intervalo I. Se f(x) = g' (x) em 
todo x interior a I, então existirá uma constante k tal que 


g (x) = f(x) + k 


para todo x em I. 


Demonstração 


A função h (x) = g (x) — f(x) é contínua em T e para todo x interior a I, h' 
(0) =9' (9) — f(x) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que 


g6)-fO)=k ou g(x)=f039 +k 


para todoxem I. m 


Observamos que se f e g satisfizerem as hipóteses do corolário e se f (x,) 
= g (xo) para algum x, € I, então f (x) = g (x) para todo x €E I. De fato, pelo 
corolário, existe k tal que 


g (x) = f(x) + k 


para todo x em I. Em particular, g (x,) = f (x) + k, logo k = 0. Portanto, g (x) 
= f(x) em 1. 

Já vimos que se f(x) = e, x € R, então, f(x) = e, ou seja, a função f (x) 
= e* goza da seguinte propriedade: a sua derivada é ela própria. O próximo 
exemplo nos mostra que as únicas funções que gozam desta propriedade 
são as funções da forma f (x) = ke”, em que k é uma constante. 


EXEMPLO 1. Seja f definida e derivável em e tal que, para todo x, f(x) = f 
(x). Prove que existe uma constante k tal que, para todo x, tem-se f (x) = k 
e. 


Solução 


x) 
— e mostrar que a sua 


A ideia para a prova é considerar o quociente F 


e 
derivada é zero. Temos 


raea U C i aa LEa 
ex | o e2x i 


Da hipótese f(x) = f (x) segue 


(LO Y fre = ter 
52X 


= () 


et ) € 


para todo x em R. Pelo teorema 1, existe uma constante k tal que, para todo 
X, 


ou seja, 
f(x) = ke”. 


: f r de di «a dy 
O exemplo acima nos diz que as soluções da equação diferencial Es = y 
dx 
são as funções da forma y = k e”, k constante, isto é, 


ly . 
z = y > y = ke” k constante. 
ax 


Observe: y = f (x) é solução da equação diferencial = = y se, e somente se, 
dx 
a derivada de f for ela própria. 


EXEMPLO 2. Determine y = f(x), x € R, tal que 


Ty ns 
O Zy ef(0)=2. 
dx 


Solução 


é y & y = k æ, k constante. 

dx ` l 
Assim, a f procurada é da forma f (x) = k e*, com k constante. A condição f 
(0) = 2 nos permite determinar a constante k. De fato, de f (x) = ke* segue f 
(0) = k e, portanto, k = 2. A função que satisfaz o problema dado é, então, f 
(x) = 2 e*. Ou seja, y=2e". E 


Consideremos, agora, a função f (x) = e”, æ constante. Temos f(x) = q 
e”, ou seja, f (x) = a f (x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja 
Exercício 1) que as únicas funções que satisfazem a equação f(x) = a f (x), 


x € Re q constante, são as funções da forma f (x) = k e”, k constante. Ou 
seja, sendo q constante, tem-se 


— = ay & y = ke”, k constante 
ou 


f(x) =a f (x) € f(x) = ke”, k constante 


EXEMPLO 3. Determine a função y = y (x), x € R, que satisfaz as 
condições 


ty E 
Y- 3y e y (0) = —1. 
dx 


Solução 


dy - E 
mn = 3y > y = ke” (k constante). 
dx 


Da condição y (0) = —1, resulta k = —1. A função procurada é y = -e*, x € 
R. E 


EXEMPLO 4. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo 
aberto I, com 1 € J, tal que f (1) = 1 e, para todo x em J, 


dy 


— = yy. 
dx 


Solução 


Devemos ter, para todo x em 1, 


PO) =x f 09). 


Como a função f deve ser derivável em I, resulta que f deve ser, também, 
contínua em I. Então, a condição f (1) = 1 e o teorema da conservação do 
sinal garantem-nos que, para x próximo de 1, devemos ter f (x) > 0. Vamos, 
então, procurar f, definida num intervalo aberto I, e que, neste intervalo, 


satisfaça a condição f (x) > 0. Temos, então, 


PO = xl 
fœ 


T'a YV 


Lembrando que [ In f(x) ] ' = r e que = x, resulta 
J(x) \ 


> 


[ In fœ l= | — 


¡y 


7 
. Es em re da . 
para todo x em I. Como as derivadas das funções In f(x) e — são iguais em 
> 


I, do corolário acima resulta que existe uma constante k tal que, para todo x 
eml, 


> 


In f(x) = > +k. 
9 


Da condição f (1) = 1, segue 


+k 


| 
In 1 = — 
2 


e, portanto, k = ——. Assim, a função 


l 
2 


satisfaz as condições dadas. (Observe que esta é uma função satisfazendo as 
condições dadas. Será que existe outra? Como veremos no Cap. 13, esta é a 
única função definida em R e satisfazendo as condições dadas.) E 


EXEMPLO 5. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo 
aberto I, com 1 € J, tal que f (1) = —1 e, para todo x em I, 


Solução 
Devemos ter, para todo x em 1, 
fœ =2 FF. 
A condição f (1) = —1 permite-nos supor f (x) < O em I. Temos, então, 
[FQP PO) E2, x ET 
Lembrando que {-[ f(9)]!F = [f(x)]? f(x) e que (2x}' = 2, resulta 
(E FOIF =0x3,x€ET 
Pelo corolário, existe uma constante k tal que, para todo x € I, 
- [f0917 = 2x + k. 


Da condição f (1) = —1, segue k = —1. A função 


: focas E ZA >» ; 
satisfaz as condições dadas. (A condição x > 5 é para garantir que 1 


pertença ao domínio de f.) m 


Exercícios 10.1 


1. 


Sejaf: R > R, derivável e tal que para todo x, f(x) = a f(x), q 
constante náo nula. Prove que existe uma constante k, tal que, para 
todo x, f (x) = ke”. 


Determine y = f(x), x € R, tal que 


f)=2f(x) ef (0) = 1. 
(Sugestáo: Utilize o Exercício 1.) 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x, de modo que em cada 
instante t a velocidade é o dobro da posição x = x (t). Sabe-se que x 
(0) = 1. Determine a posição da partícula no instante t. 


A função y = f(x), x E R, é tal que f (0) = 1 e f(x) = -2 f(x) para 
todo x. Esboce o gráfico de f. 


Seja y = f(x), x € R, derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo 
x, F (x) + f(x) = 0. Seja g dada por g (x) = f(x) sen x — f(x) cos x. 
Prove que g é constante. 


Seja f: R > R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f” 
(x) + f (x) = 0. Prove que existe uma constante A tal que 


fim) — A cosx |'. 
E: = () 
sen x 


para todo x em 10, z[. Conclua que exista outra constante B tal que, 
para todo x em JO, nl, f(x) = A cos x + B sen x. 


(Sugestáo: Utilize o Exercício 6.) 


7. Sejaf: R > R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f” 


(x) — f(x) =0. 


a) Prove que g (x) = e [f (x) - f(x)], x E R, é constante. 

b) Prove que existe uma constante A tal que, para todo x, 
fF(m)— AcT lr 
=] =0. 


e” 


c) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f(x) = A 
e™ + Be”, para todo x. 


8. Sejam f e g duas funções definidas e deriváveis em R. Suponha 
que f (0) = 0, g (0) = 1 e que para todo x 


fO)=90) e g' 0)=-[09. 


a) Mostre que, para todo x, 


(f (x) = sen x)? + (g (x) — cos x}? = 0. 


b) Conclua de (a) que f(x) = sen x e g (x) = cos x. 


9. Utilizando o Exercício 1, determine a única função y = y (x), x € 
R, que satisfaça as condições dadas. 


a) ==2ly e y(0)=1 b==-—y e y(0) = —1 


| — | 
y —y e y(0) =2 d— =v2y e y(0) = —— 
dx 2 dx 2 
10. Determine a função cujo gráfico passe pelo ponto (0, 1) e tal que a 
reta tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo 0x no ponto 
de abscissa x + 1. 


11. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto, 
satisfazendo as condições dadas 


dy X 
a — == 0s] 
dx y 


dy R 
b) — = y sen x, y (0) = 1. 
dx 


12. Seja f: R — R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, 
f" (0) = -f x). 
a) Mostre que, para todo x, 
“ro? +f? |=0 
dx 


b) Conclua que existe uma constante E tal que, para todo x, 


[POP + If COP = E. 


13. Sejam f (t), g (t) e h (t) funções deriváveis em R e tais que, para 
todo t, 


f'(t) = g(t) 
se (D)=—f(t) — h(t) 
h'(t) = g(t). 


Suponha que f (0) = g (0) = h (0) = 1. Prove que, para todo t, 
[FOF + [g OF + [h HP = 3 


14. Sejam f (t) e g (t) funções deriváveis em R e tais que, para todo t, 
f'(t)=2g(t) 
g'(t) = —f(t). 
Suponha, ainda, que f (0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo t, o 
ponto (f (©, g (t)) pertence à elipse > + y? =1. 


- 


10.2. PRIMITIVA DE UMA FUNÇÃO 


Seja f uma função definida num intervalo I. Uma primitiva de f em I é 
uma função F definida em 1, tal que 


PO) =f 09) 


para todo x em 1. 


EXEMPLO 1. F (x) = o X é uma primitiva de f (x) = x? em R, pois, para 
ks | 


todo x em R, 


l 3 ; 
Observe que, para toda constante k, G(x) = qr + ké. também, 


primitiva de f (x) =x”. m 


EXEMPLO 2. Para toda constante k, F (x) = 2x + k é primitiva, em R, de f 
(x) = 2, pois, 


f(x) = Qx + k) =2 


paratodox. m 

Sendo F uma primitiva de f em I, então, para toda constante k, F (x) + k 
é, também, primitiva de f. Por outro lado, como vimos na secáo anterior, se 
duas funções têm derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste 
intervalo, por uma constante. Segue que as primitivas de f em I são as 
funções da forma f (x) + k, com k constante. Diremos, então, que 


y=f(x)+k, k constante, 


é a família das primitivas de f em I. A notação | fed dx será usada para 


representar a família das primitivas de f: 


pa 


pro dx = f(x) + k. 


Na notação | f(x) dx, a função f denomina-se integrando. Uma primitiva 


de f será, também, denominada uma integral indefinida de f. É comum 


referir-se a | f(x) dx como a integral indefinida de f. 


Observacáo. O domínio da funcáo f que ocorre em Jr dx deverá ser 


sempre um intervalo; nos casos em que o domínio náo for mencionado, 
ficará implícito que se trata de um intervalo. 


EXEMPLO 3. Calcule. 
a) Í x? dx. b) J dx. 
Solução 

l 2 ' p) >) x? 
a)| —x?| = x4. Logo, ES dx = — + k. 

3 3 
b) O integrando é a função constante f (x) = 1. Então 

fdx=f1:dx=x+k 

pois, (x)= 1. m 


EXEMPLO 4. Calcule f xº dx, em que a 4 —1 é um real fixo. 


Solução 


l a+1 Q A dy e 
———x = xº, logo, | x% dx = +k. E 
aL +1 


EXEMPLO 5. Calcule 
3 e] 
a) f x? dx b) f ~ dx. 
x* 


Solução 


x? x4 | Lo al 
a) | x? dx = — + k, pois. |— | = È “| = 3. 
4 4 4 


b) Í de = Í x dx = l x72+1 + k (veja Exemplo 4) 
x - 2 t1 


ou seja, 


| 
f — dx =-x1+k 
x“ 


e, portanto, 
l l 
É X 


EXEMPLO 6. Calcule | Ye dx. 


Solução 


ou seja, 


Y 


/ 
EXEMPLO 7. Calcule f | dad pa | dx. 


x? 
Solução 
z i x5+l x+1 
Í (x? + x7? + 4)dx = —— + + 4x + k 
5+1 —3 +1 
ou seja, 
a xó x-2 
f + — t4 jar — — + 4x + k 
x` 6 2 
e, portanto, 
5 l xô l 
[[ 5+5 +4] — + 4x + k. 
» 6 2x* 


EXEMPLO 8. Calcule Í lessi 
de 


Solução 
| Ho 
[ax = (In x)+k (x> 0) 
X 


pois 
(In x + ky = E 
X 
Seja a um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta 


ya +] 
+k se a -—l 


a+l 


f x* dx =: 


la x)+k se a=-—1(x>0) 


EXEMPLO 9. Calcule l] [+ ax, 
(1X j 


Solução 


— 


Mío 


j 


Ea +x2 |x- = (In x) + - 
X 


to | to] T 


ou seja, 


(1 2 — 
X k 


+k 


EXEMPLO 10. Seja a um real fixo, a # 0. Calcule Í e% dx. 


Solução 


l B , 
Hen = e“ logo, 


q 


l l ; 
f eX dx = — eX +k. 
[84 


EXEMPLO 11. Calcule. 


a) f e* dx. b) f ex dx. 
Solução 
a) Í er dx=e* +k. b) Í eX dx = 


EXEMPLO 12. Determine y = y (x), x E R, tal que 


dy Y 
— = xº. 
dx 


2 


e + k. 


Solução 


Assim, 


y3 
y= — +k. E 

3 
Vimos, ao final da seção anterior, que se f(x) = G' (x) para todo x no 
intervalo I e se, para algum x, em 1, F (x,) = G (x,), então, f (x) = G (x) em I. 
Segue deste resultado que se f admitir uma primitiva em I e se x,, y, forem 
dois reais quaisquer, com x, € I, então existirá uma única função y = y (x), 

x € I, tal que 


y (x0) = Vo. 


EXEMPLO 13. Determine a única função y = y (x), definida em R, tal que 


dy > 
— = y^ 
dx 
y(0)=2 
Solução 
dy =x? > = a =x? +k 
dx 


A condição y (0) = 2 significa que, para x = 0, devemos ter y = 2. Vamos 
determinar k para que esta condição esteja satisfeita. 


ES ` l 
Substituindo, então, em y = aii + k, x por 0 e y por 2, resulta k = 2. 


Assim, 


12 , 
- J = x+ 1, y(0)=1e y'(0)=0. 
dx 
Solução 
d2y 
7 =x+1 = 2 fa + 1) dx. 
dx* 
Assim, 
E 
dy = “e + x + kq. 
dx 2 
À dy ; 
Para se ter y” (0) = O ou de = (), é preciso que k, = O. Assim, 
ax x=0 
dx 2 
daí 


SES lar LL 4 o, 
6 


Para k, = 1, a condicáo inicial y (0) = 1 se verifica. Assim, 


EXEMPLO 15. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x e sabe-se que no 
instante t, t > 0, a velocidade é v (t) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante 
t = 0 a partícula encontra-se na posição x = 1. Determine a posição x = x (t) 
da partícula no instante t. 


Solução 
a 2t+1ex(0)=1. 
dt 
Temos: 
ix 
= 2+ l=>x= [r+ da= +I+k 
F 


Para k = 1, teremos x = 1 para t = 0. Assim, 


x()D=t+t+1. m 


Exercícios 10.2 


1. Calcule. 


a) Í x dx b) Í 3dx 


c) Í (3x + 1) dx d) Í (x? + x + Dax 
e) Í x? dx f) Í (x? + 2x + 3) dx 
y Rs m f(x+= Jas 
x 
D | xd j) fax ax 
nf (+= Ja m) | 2+ 4x) de 
> 1 
n) Í (ax + b)dx, a e b constantes 0) Í 3x2 + x+ — Ja 
E 
2 3 
pa x + Jas o (+ Jus 
E = 
r) fot + 3)dx 9 | 2x? — — Ja 
x 


x? +l 
t) dx 
|= 
2. Seja a % O um real fixo. Verifique que 


l l 
a) | sen ax dx = —— cos ax + k b) | cos œx dx = — sen ax + k 
a a 


3. Calcule. 


a) Í e?* dx b) Í e “dx 


c) Í (x + 3e )dx d) Í cos 3x dx 
e) Í sen 5x dx f) Í (e + e dx 
g) Í (x? + sen x)dx h) Í (3 + cos x)dx 
. et +e* E l 
¡as Da 
| 
D) Í (sen 3x + cos Sx)dx m) Í —+e* Jar x>0 
x 
x x 
n) Í sen — dx 0) Í cos — dx 
2 3 
p) Í (lx + cos 3x)dx q) Í (x + dx 
r) Í B +e dx s) fse dx 
t) fa — cos 4x)dx u) fl 2+ sen Š as 


4. Verifique que 


l 
a) [-— dx =arcsenx+k,-1<x<l 
ql = 4 


b) Í 


5. Determine a função y = y (x), x E R, tal que 


| 
dx = arctg x + k 
l +a? 


dy . dy 3 
a) ==3x-1ey(0)=2 b==x-=-x+ley(1)=1 


dx dx 
dy E dy . 

c) — = cosx e y(0)=0 d) — = sen 3x e y(0) = 1 
dx dx 
ly i ly —x : 

e) Y = Cn 3 e y(—1)=0 P Z =e™e y(0)= 1 
dx 2 dx 

6. Determine a função y = y (x), x > 0, tal que 

ly | ly | 

a) = = — e y(1)=1 b) =3+=e y (1) = 2 
dx Xº dx X 
dy | . dy | | 

c) — =x+ — e y(1)=0 d===+>e y()=1 
dx yx dx X x* 


7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = t + 
3, t > 0. Sabe-se que, no instante t = 0, a partícula encontra-se na 
posição x = 2. 


a) Qual a posição da partícula no instante t? 
b) Determine a posição da partícula no instante t = 2. 
c) Determine a aceleração. 


8. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = 2t 
— 3, t> 0. Sabe-se que no instante t = O a partícula encontra-se na 
posição x = 5. Determine o instante em que a partícula estará mais 
próxima da origem. 


9. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = at 
+ vo t 2 0 (a e v, constantes). Sabe-se que, no instante t = 0, a 


partícula encontra-se na posição x = x,. Determine a posição x = x 
(t) da partícula no instante t. 


10. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = 
x (t), t > 0. Determine x = x (t), sabendo que 


dx E 


Uo TEREFE b v(t =f — 1 ex(0)=-—1 
dt 
9 9 
dex d4) —t 
c) 5 =3,v(0)=1 e x(0)=1 d) q =e ,v(0)=0e x(0)=1 
dt“ dt“ 
“y 2y 
e) — = cos 2f, v (0) = 1 e x(0)=0 f) —> = sen 34, v (0)=0 e x(0)=0 
dt“ dt” 
) = (0)=0 
— = - ex = 
a 1+ 1? 


11. Esboce o gráfico da funcáo y = y (x), x € R, sabendo que 


2 
dºy 


dy 
a) — =2x-1ey(0)=0 b) —5 = —4cos 2x, y (0) = 1 e y'(0)=0 
dx dx” 
y) 
ly ns Ty l 
c) £ 2 =e * y(0)=0€e y'(0)= —1 a Y = z ey(0=0 


dx“ dx l+x 
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INTEGRAL DE RIEMANN 


Neste capítulo introduziremos o conceito de integral de Riemann e 
estudaremos algumas de suas propriedades. A integral tem muitas 
aplicações tanto na geometria (cálculo de áreas, comprimento de arco etc.) 
como na física (cálculo de trabalho, de massa etc.), como veremos. 


11.1. PARTIÇÃO DE UM INTERVALO 


Uma partição P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito P = (x, X; 
Xp» <<.» X J em quea =X% <X <X, <... <X, =D. 
Uma partição P de [a, b] divide [a, b] em n intervalos [x, _,, x), i = 1, 2, 


n N. 


a = Xo Xi AX» X: — l Xi X, -] Xn =b 


A amplitude do intervalo [x, _ ,, x] será indicada por Ax, = X,- X,_ ,. 


Assim: 
AX; = X; Z Xp AX, = X, 7 X etc. 


Os números Ax,, Ax,, ..., Ax, não são necessariamente iguais; o maior 
deles denominase amplitude da partição P e indica-se por máx Ax.. 
Uma partição P = (x,, x, X» ..., Xp} de [a, b] será indicada simplesmente 


por 


P:a=X,<X <X <... <X, =b. 
11.2. SOMA DE RIEMANN 


Sejam f uma função definida em [a, bJeP:a=x,<x,<x,<...<x, =b 
uma partição de [a, b ]. Para cada índice i (i = 1, 2, 3, ..., n) seja c, um 
número em [x,.,, x,] escolhido arbitrariamente. 


c) €, Ci Cn 
| É sm d A 
HN 
d=X, Xx; Xx, Xi ğ Xn-1 b=X 


Pois bem, o número 


n 
Y f(c) Ax = f (c1) Ax, + fl) Ax, + ... + (cy) Ax, 
i=] 
denomina-se soma de Riemann de f, relativa à partição P e aos números C.. 
Observe que, se f(c) > 0, f (c,) Ax, será então a área do retângulo R, 
determinado pelas retas x =x, X = X, y = 0 e y = f (c); se f (c;) < 0, a área 
de tal retângulo será -f (c) Ax.. 


f(c) Ax; = área de R; área de R; = —f(c;) Ax; 


Geometricamente, podemos então interpretar a soma de Riemann 


n 
Y f(c;) Ax; 
i=] 


como a diferença entre a soma das áreas dos retângulos R, que estão acima 
do eixo x e a soma das áreas dos que estão abaixo do eixo x. 


6 
à f(c¡) À x; = soma das áreas dos retân- 


” i=l , . E , 
gulos acima do eixo Ox menos soma das áreas 
dos abaixo do eixo Ox 


Seja F uma função definida em [a, b] e seja P : a = X, < X; < X, < X; < X, 
= b uma partição de [a, b]. O acréscimo F (b) — F (a) que a F sofre quando 
se passa de x = a para x = b é igual à soma dos acréscimos F (x) — F (x,.,) 
para i variando de 1 a 4: 


F (b) =p (a) =F (x,) =p (xo) = [F (x4) SE (x3)] + [F (x) =F (x,)] + [F (x,) 
= (x,)] + [F (x) =p (xo) ]. 


Isto é: 


F(b)- F(a)= 


F 


[F(x;)— F(xi-1)} 
l 


Il mM 


De modo geral, se P: a = X) < X; < X, < ... < X, = b for uma partição de 
la, b], então 


n 


¡=1 


EXEMPLO. Sejam F e f definidas em [a, b] e tais que F' = fem [a, b]; 
assim F é uma primitiva de fem [a, b]. Seja a partição P : a = x, < X; < X, < 
... < X, = b de [a, b]. Prove que escolhendo convenientemente c; em [x, _ 
x;] tem-se 


n 
F(b)— F(a)= 2 f(c;) Axi. 
i=] 
Solução 
Pelo que vimos acima 
n 
F(b)— F(a)= Y [F(x — F(x;-1)1 
i=] 


Pelo TVM, existe c, em [x,.,, x,] tal que 
F(x) — F(x- )=F'(c)(x—x;—1) 


e como F' = fem la, b] e Ax, = x; — x,_, resulta 


n 
F(b)— F(a) = 2 Fi) Axi. a 


l 


Suponhamos, no exemplo anterior, que f seja contínua em [a, b] e que os 
Ax, sejam suficientemente pequenos; assim, para qualquer escolha de c, em 


[x, - x], f (c) deve diferir muito pouco de f (c). É razoável, então, que 
n 


nestas condições > f(c;) Ax; seja uma boa avaliação para o acréscimo F 
| 


= 


(b) — F (a), isto é: 


n 
F(b) — F(a)= 2, f(c;) Ax;. 


i=] 


E razoável, ainda, esperar que a aproximação acima será tanto melhor 
quanto menores forem os Ax, Veremos mais adiante que, no caso de f ser 


contínua em [a, b |], 


n 
F(b)— FHa)= lim Y f(c¡)Ax,. 


máx Ax¡=>0 [=] 
em que máx Ax, indica o maior número do conjunto (Ax, | i = 1, 2, ..., n} 


O sentido em que tal limite deve ser considerado será esclarecido na 
próxima seção. Observe que máx Ax, > 0 implica que todos os Ax, tendem 
também a zero. 

Vejamos uma versáo cinemática do que dissemos anteriormente. 
Consideremos uma partícula deslocando-se sobre o eixo 0x com função de 
posição x = x (t) e com velocidade v = v (t) contínua em [a, b]. Observe que 
x = x (t) é uma primitiva de v = v (t). Seja a=t,<t, <t,<... <t, = buma 
partição de [a, b] e suponhamos máx At, suficientemente pequeno (o que 
implica que todos os At, sáo suficientemente pequenos). Sendo c, um 
instante qualquer entre t,_, e t, a velocidade v (c,) é um valor aproximado 
para a velocidade média entre os instantes t,_, et; 


ki ou Ax; = v(c;) At; 


l 


v(c;) = — 
(observe que, pelo TVM, existe um instante c, entre t, et, tal que Ax, = v ( 
c;) At), onde Ax, é o deslocamento da partícula entre os instantes t, € t, 
Como a soma dos deslocamentos Ax, para i variando de 1 a n, é igual ao 
deslocamento x (b) — x (a), resulta 

n 


x(b) — x(a) = v(c; ) At; 
i=l 


E razoável esperar que, à medida que as amplitudes At, tendam a zero, a 
n 


soma > v(ci) At; tenda a x (b) — x (a): 
i=] 


n 
x(b)— x(a)= lim Y, v(c;) At;. 
máx At; 50 ;=1 


11.3. INTEGRAL DE RIEMANN: DEFINIÇÃO 


Sejam fuma função definida em [a, b] e L um número real. Dizemos que 
n 


£ f(ci;) Ax; tende a L, quando máx Ax, > 0, e escrevemos 
t=1 


n 
lim Y f(c;) Ax; =L 


máx Ax; 50 i=1 


se, para todo € > 0 dado, existir um ó > 0 que só dependa de € mas não da 
particular escolha dos c, tal que 


n 
5 Fe; JAx; -L 


1=1 


<E 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax, < ô. 
Tal número L, que quando existe é único (verifique), denomina-se 


b 
integral (de Riemann) de f em [a, b] e indica-se por | f(x) dx. Então, por 
a 


definição, 


b n 
fi) dx= lim 2 f(c;¡) Ax; 


a máx Ax, > 0 j=] 


b 
Se Pro dx existe, entáo diremos que f é integrável (segundo 
a 


A . b i 
Riemann) em [a, b]. E comum referirmo-nos a f f(x) dx como integral 
a 


definida de fem [a, b]. 


Observação. Pomos, ainda, por definição: 


a a b 
Í fin dx = 0e Í fíx)dx=— f f(x)dx (a <b). 
a ) a 


11.4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL 


Teorema. Sejam f, g integráveis em [a, b] e k uma constante. Então 


a) f + g é integrável em La, b] 


b b b 
| (f(x) + g ()] dx = Í f(x) dx + Í g (x) dx. 
a a a 


b b 
b) kf é integrável em [a, b] ef kf (x) dx = k Í f(x) dx. 
a a 


c) za (?, - 
Se f(x) > 0 em [a, b], então Í f(x) dx > 0. 
a 


d) Se c E la, bl e fé integrável em [a, c] e em [c, b] então 


b c b 
| f(x) dx = Í f(x) dx + Í f(x) dx. 
a a C 


Demonstração 


a) Para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de c, em 


n b 
<| Y f(ci) Ax; =] Fix)dx|+ 
a 


i=] 


n b b 
2 [f (ci) + g(ci)] Ax; — ] f(x)dx + Í 0 
a a 


i=] 


n b 
Y g(c;)Ax; | g(x)dx 
¡=] a 


l 


Da integrabilidade de f e g segue que dado €> 0 existe ó > O tal que 


o. b : € 
Y» f(ci) Axi - | fix)dx|< > 
=l a de 
e 
n b € 
Y g(c;)Ax;— | g(x)dx|< a 
¡=1 a 2 


para toda partição P de [a, b] com máx Ax, < ó. Logo, 


<E 


n b b 
2 [f(c;) + g(c;)] Ax; — | f(x)dx + Í odr 
7 a a 


t=1 


para toda partição P de [a, b] com máx Ax, < ô. Assim, 


n b b 
lim Y [f(ci)+ e (cD Ax; = Í fœ) dx+ | g(x) dx 
a a 


máx Ax, > 0 =] 


ou seja, f + g é integrável e 


b b b 
f [fO)+ g (x)] dx = f f(x) dx + f g(x) dx. 
a a a 


b) Fica como exercício. 


c) Como f (x) 2 0 em [a, b], para toda partição P de [a, b] e qualquer que 
seja a escolha dos c, 


n 
Y f(c;) Ax; >0. 
¡=1 


b 
Se tivéssemos sm a<o tomando-se € > O tal que 
a 


b 
f f(x) dx + e < 0, existiria um ó > O tal que 
a 


b n b 
fíx)dx—e< Y flc) Ax < | f(x) dx+e 
a 


i=1l a 


para toda partição P de [a, b] com máx Ax, < ő. Assim, para alguma 
particáo P teríamos 
n 
Y f(c¡) Axi <0. 
i=] 


que é uma contradição. 


d) Para toda partição P de [a, b], com c E P, 


e] ndo) Cm Cm+1 Cn 

; l e. | ll aê | 
 éálEAM ppp ? A A 4 A 
a xi X2 Xm — 1 c Em +] Yn- 1 b 
*o Xmm Em 


= 


n € b 
2, f(c) Ax; — f f(x)dx + Í var 
1=1 a Cc 


n . b 
2  Jf(c)Ax;— Í f(x)dx 


i=m+1 


+ 


= 


m . C Ê 
2 f(c;JAx; — ji f(x)dx 
¡=] a 


[= 


Como, por hipótese, f é integrável em [a, c] e em [c, b], dado € > O, 
existe ó > O tal que, para toda partição P de [a, b], com c € P, e máx Ax, < ó 


m i E . € 
2 f(c)Ax; — Í f(xdx| < — 
¡=1 a 2 
e 
n b e 
2 J(c)Ax; — Í fixdx|¡< = 
i=m € 4 


e, portanto, 


n 


C b 
2 f(c;¡) Ax; — Í f(x)dx + | fods 
a c 


1=1 


< €. 


Segue, então, da  integrabilidade de f em  [a, b] que 
b Cc b 
| f(x) dx = Í f(x)dx + Í f(x) dx. (Por quê?) m 
a a C 


11.5. 1.º TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


De acordo com a definição de integral, se f for integrável em [a, b], o 
valor do limite 


n 
lim Y, f(c;) Ax; 
máx Ax; S 0 j=] 

será sempre o mesmo, independentemente da escolha dos c, e igual a 

b 
Í f(x) dx. Assim, se, para uma particular escolha dos c, tivermos 

a 

n 


lim Y flc) Ax = L 


máx Âx; >0 j=] 


b 
então teremos L = Í f(x) dx. 
a . 


Suponhamos, agora, que f seja integrável em [a, b] e que admita uma 
primitiva f (x) em [a, b], isto é, F'(x) = f (x) em la, b]. Seja P : a = x, < x, < 
X, < ... <x = b uma partição qualquer de [a, b]. Já vimos que (veja 
exemplo da Seção 11.2) 


n 
F (b) — F (a) = Y [F (x) — F (x; — 1)1. 


i=] 


Segue, então, do TVM, que, para uma conveniente escolha de c; em [x, _,, 
x;], teremos 


n 
F(b-F(a= Y F'(c;¡)Ax, 


i=] 


ou 


n 
O F(b)-F(a)= Y f(T;) Ax, 


i=] 


Se, para cada partição P de [a, b], os c; forem escolhidos como em D, 
teremos 


n 
lim Y f(c)Ax;=F(b)-F(a) 
máx Ax; 50 i=| 


e, portanto, 


b 
f f(x)dx = F (b)— F (a). 
a 


Fica provado assim o 


1.° teorema fundamental do cálculo 


Se f for integrável em [a, b] e se F for uma primitiva de f em [a, b], 


então 


b 
f fO)dx=F(b)— F (a). 
a 


Provaremos mais adiante (veja Apêndice 4) que toda função contínua 
em [a, b] é integrável em [a, b]; por ora, vamos admitir e utilizar tal 
resultado. Segue, então, do 1.° teorema fundamental do cálculo que se f for 
contínua em |a, b] e F uma primitiva de fem [a, b], então 


b 
| flO)dx=F(b)—F(a). 
a 
A diferença F (b) — F (a) será indicada por [F (x l; assim 


b 
f(x) dx =[F CI, =F(b)-F(a). 
a ) 


EXEMPLO 1. Calcule f “x de 
l 


Solução 
F (x) = P X é uma primitiva de f (x) = x e fé contínua em [1, 2], assim 
>) 2 
3 1h 3 3 3 
ou seja, 


3 
EXEMPLO 2. Calcule Í 4 dx. 

—1 
Solução 

3 3 
Í 4dr = [4x2 =12-4(-D=16 
ou seja, 
3 
| E dx = 16. 

2 
EXEMPLO 3. Calcule | (x3 + 3x — 1) dx. 

0 


Solução 


2 P o da 
| (x? + 3x — Ddx = B + = -y 
0 4 2 


ou seja, 


, 
(x? + 3x — 1) dx =8. 
) 


EXEMPLO 4. Calcule f PE 
LA” 


Solução 


Assim, 


2 
EXEMPLO 5. Calcule Í (++ | da 
X X` 


Solução 
2 ? 2+3 
| [+ 55) de= [ma | mo 
e g x4 | 8 
ou seja, 
2 2+3 
Í [ta as = A i 
E E 8 
EA 


EXEMPLO 6. Calcule | É sen dede 
0 


Solução 


T pe 
8 sen 2x dx = -4 cos 2x É a cos E + 2 
2 i 2 4 9 
ou seja, 
T j 
"o 2 — y2 
8 sen 2x dx = 
l 
EXEMPLO 7. Calcule Í ez de 
0 
Solução 
l , . l 
| e * dx=|[-e >” y! =1-—. 
0 0 e 


Exercícios 11.5 


Calcule. 

l l 

Lf (x + 3) dx 2. | (2x + 1) dx 
0 —1 
41 l 

3. | — dx 4. Í (x2 — 1) dx 
02 =) 
3 2 

> Y Í dx 6. Í 4 dx 
1 —] 
| | 

7. Í — 8. Í 5 dx 
| x —1 
2 4 | 21 

9. | (x^ + 3x — 3) dx 10. Í ES — = Jar 
0 0 2 


1 0 
I1. Í (2x +3) dx 12. Í (2x +3) dx 


1 8, 
15. | — d 16. | dE dx 
i Nx 0 
n Lo 
17 Í (x? — 2x + 3) dx 18 | \ x dx 
2( 4 | | am 
19. Í G +x+ =) dx 20. | (x + Nx) dx 
1 x 0 
3 1 3 3 
21 Í [5+ 5) a 2. | xX dx 
i x“ —3 
ms 1 
23. Í (7 +x? + x) dx 24. fı (x + 3) dx 
Sj É 
4 o > 
25. | (5x +x) dx 26. Í (x! — x + 3) dx 
21+x l 
27. [a 28. | +17 ax 
1 xe 0) 
41+x | 
29. Í ET 30. | (x-3) dx 
i NX 0) 
2 21412 
31. | (t2 +3t— 1) dt 32. Í dt 
0 1 A 
l 3, 
33. fı (s +2) ds 34. Í (u2 — 2u + 3)du 
> 0 
2 EY 
35. | (2 +35 +1) ds 36. Í Y dt 
3 2 143x? 
37. Í (i + -) de 38. Í E y 
1 Xx 1 Xx 
a 0 
39. E m Cos 2x dx 40. Í sen 3x dx 
PA —N 
3 
1 t 4 
41. Í e2x dx 42. Í > dt 
-1 01+? 


T 
T Es 
43. E sen x dx 44. Í | e“ dx 


T 


S 1 
45. Es (3 + cos 3x) dx 46. Í sen 5x dx 
47. | A dy 48. | 2* dx 
0 H= x2 0 
Y 
l 2 o. | 2x 
49. Í 2xe*” dx 50. — dx 
0 0 1+ x* 
11 l 4 
51. | dx 52. Í x? ex” dx 
O l+x —1 
T T 
53 3 (sen x + sen 2x) dx 54, |2 E + — cos 2x] dx 
0 2 2 


> o 2 LM 
So fr cos” x dx | Sugestão: Verifique que cos*x = = + 5 cos 2a. | 
0 4 & 


T m 


56. E sen? x dx 57. | 4 sec? x dx 
0 0 
Lo l 

58 Í 3* dx 59. | 3% e* dx 
O O 


11.6. CÁLCULO DE ÁREAS 


Seja f contínua em [a, b], com f (x) > O em [a, b]. Estamos interessados 
em definir a área do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a, x= b, y 
= 0 e pelo gráfico de y = f(x). 


a b 


Seja, então, P:4=xX,<X,<X,<... < X, = b uma partição de la, b] e 
sejam C, e e, em [x, _ ,, x] tais que f (c;) é o valor mínimo e f (c;) o valor 
máximo de f em [x, _ ,, x, ]. Uma boa definição para área de A deverá 

n 
implicar que a soma de Riemann > f(c;)Ax; seja uma aproximação por 
i=] 
n = 
falta da área de A e que 2 f(ci)Ax; seja uma aproximação por excesso, 


I = 


isto é 


n n = 
Y f(c¡JAx; Sára AS Y f(c¡)Ax; 
¡=1 ¡=1 


b 
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a | f(x) dx, quando 
a 


máx Ax, > 0, nada mais natural do que definir a área de A por 


b 
área A= | f(x) dx. 
a 


Da mesma forma define-se área de A no caso em que f é uma funcáo 
integrável qualquer, com f (x) > O em [a, b]. 


EXEMPLO 1. Calcule a área do conjunto do plano limitado pelas retas x = 
0, x= 1, y = 0 e pelo gráfico de f(x) = x°. 


Solução 


l 3T 
área A= | x? dx= A = - 


EXEMPLO 2. Calcule i área do conjunto 


a= ja yeRlli=sx=2e0=<: Tf 


Solução 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 2, y = 0 e pelo 


doi | 
gráfico de y = —-. 
xe 


As situações que apresentamos a seguir sugerem como estender o 
conceito de área para uma classe mais ampla de subconjuntos do R°. 


Xx 
Como f(x) = 0 em [a, b], 


b 
f(x) dx =0. 
1 


í 


Seja A o conjunto hachurado. 


Área = | 


é 


€ d b b 

f(x)dx — | f(x) dx + f rœ dx = Í Fœ dx 
1 c a a 
Observe: 


b c d b , 
f f(x) dx = f f(x) dx + Í f(x) dx + Í f(x)dx = soma das áreas 
a a C a 


dos conjuntos acima do eixo Ox menos soma das áreas dos conjuntos 
abaixo do eixo 0x. 


[f (c) — g (c)] Ax, = área retângulo hachurado. 


n b 
lim >» [f(c)— elc] Ax; = | [f(x)— g(x)] dx = área A 
a 


máx Ax, > 0 j=] 


em que A é o conjunto limitado pelas retas x = a, x = b e pelos gráficos 
de y = f (x) e y = g (x), com f (x) > g (x) em la, b]. 


EXEMPLO 3. 


a) Calcule a área da região limitada pelo gráfico de f (x) = x,, pelo eixo x e 
pelas retas x= -1ex=1. 


| 
b) Calcule Í xə dx. 
—1 


Solução 


l 
l 4 
b) Í o dx = ES = 0 = área A) — área Aj = 
E —1 


EXEMPLO 4. Calcule a área da região limitada pelas retas x= 0, x = 1, y = 
2 e pelo gráfico de y = x,. 


Solução 


EXEMPLO 5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que 


Xx Ey yx. 


Solução 


| 
área = Í [x — x?] dx 
0 


Observe: para cada x em [0, 1], (x, y) pertence ao conjunto se, e somente se, 
” 


X <yS yx. 


EXEMPLO 6. Calcule a área da região compreendida entre os gráficos de 


y=xey=x), com0<x<2. 


Solução 


As curvas y = x e y = x° interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. 
Então, 


l E 2 
área = Í [x — x“]dx + Í [x? — x] dx 
0 


2 


Observação. Os pontos em que as curvas y = x e y = x” se interceptam são 
as soluções do sistema 


Consideremos, agora, uma partícula que se desloca sobre o eixo x com 
equação x = x (t) e com velocidade v = v (t) contínua em [a, b]. A diferença 
x (b) — x (a) é o deslocamento da partícula entre os instantes a e b. Como x 
(t) é uma primitiva de v (t), segue do 1.º teorema fundamental do cálculo 


que 
b 
x(b)- x (a) = Í v (t) dt. 


a 


Por outro lado, definimos o espaço percorrido pela partícula entre os 


b 
instantes a e b por Í Iv(t) ldt. 
a 


Se v (t) > 0 em [a, b], o deslocamento entre os instantes a e b será igual 
ao espaço percorrido entre estes instantes, que, por sua vez, será 
numericamente igual à área do conjunto A limitado pelas retas t = a, t = b, 
pelo eixo Ot e pelo gráfico de v = v (t). 


v=v(t) 


Suponhamos, agora, por exemplo, que v (t) > 0 em [a, c] e v (t) < 0 em 
[c, b 1. 


Neste caso, o deslocamento entre os instantes a e b será 


b 
x (b)— x(a) = Í v(t) dí = área Aj — área Á) 
a 


enquanto o espaço percorrido entre estes instantes será 


b c b 
Í Iv(t)l dt = Í v(t) dt — Í v(t) dt = área Aj + área As. 
a [é C 


! 


EXEMPLO 7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v 
(H =2-t. 


a) Calcule o deslocamento entre os instantes t = 1 e t = 3. Discuta o 
resultado encontrado. 
b) Calcule o espaço percorrido entre os instantes 1 e 3. 


Solução 


3 2 
x t 

a) x(3)— x(1)= f and E = 0. 
l Z 


Em [1,2 [, v (© > 0, o que significa que no intervalo de tempo [1, 2] a 
partícula avança no sentido positivo; em ]2, 3], v (t) < 0, o que significa que 
neste intervalo de tempo a partícula recua, de tal modo que no instante t = 3 
ela volta a ocupar a mesma posição por ela ocupada no instante t = 1. 


x (1) 
x(2) X 


x (3) 


b) O espaço percorrido entre os instantes t=1et=3é 


3 2 3 
| 1211 de= | Q-ndt- | Q-ndr=1. 
| 2 


Observe que o espaço percorrido entre os instantes 1 e 2 é 


IE Q-—-tdt= 
l 


l 
2 


e que o espaço percorrido entre os instantes 2 e 3 é 


Exercícios 11.6 


3 3 | 
[iz=tar=—[ Q-bd=-= m 
” ` 


2 


Nos Exercícios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a área. 


1. 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 3, pelo eixo 
Ox e pelo gráfico de y = x’. 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1,x=4,y=0€ 
pelo gráfico de y = yx. 


A é o conjunto de todos (x, y) tais que x?-— 1 < y < 0. 
A é o conjunto de todos (x, y) tais que 0 < y < 4 — x’. 


A é o conjunto de todos (x, y) tais que O < y < | sen x |, com O < x < 
211. 


A é a região do plano compreendida entre o eixo Ox e o gráfico de y 
=x-x,com0<x<2. 


A é o conjunto do plano limitado pela reta y = O e pelo gráfico de y 
=3-2x-x,com-1<x<2. 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = -1,x=2,y=0€e 
pelo gráfico de y = x? + 2x + 5. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


16. 
17. 
18. 


A é o conjunto do plano limitado pelo eixo 0x, pelo gráfico de y = 
xX -x —1<x<1. 


A é o conjunto do plano limitado pela reta y = 0 e pelo gráfico de y 
=x -x,com0<x<2. 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = m, y = 0 e 
pelo gráfico de y = cos x. 


A é o conjunto de todos (x, y) tais que x 2 0e x? <y <x. 


A é o conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo gráfico de y = 
x, com-1<x<1. 


A={&, y) ER IOSxSle /x =y=3). 


|a 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x= — e pelos 


gráficos de y = sen x e y = cos x. 
A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x?+1<y<x+1. 
A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x- 1<y<x+1. 


E : e TT 
A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x= — e pelos 


gráficos de y = cos x e y = 1 — cos x. 


19.A={(x, y ER |xz20exX-x<s<y<-x + 5x}. 


20. A é o conjunto do plano limitado pelos gráficos de y = x’ — x, y = 


sen mx, com -1 <x< 1. 


21. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x2 0e-x<y<x 


<x 


» ; f | - ) 
22. A é o conjunto de todos (x, y) tais que x > 0 e — = y £ 5 — 4x^. 


23. 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = 2t 
-3,t20. 


a) Calcule o deslocamento entre os instantes t=1et=3. 
b) Qual o espaço percorrido entre os instantes t = 1 e t = 3? 


c) Descreva o movimento realizado pela partícula entre os instantes 
t=1et=3 
24. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x com velocidade v (t) = sen 
2t, t > 0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = 0 e t = 7t. 
25. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (t) = —t? 
+ t, t 2 0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes t=0et=2. 
26. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x com velocidade v (t) = t? — 
2t — 3, t 2 0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes t = 0 e t 
=4, 


11.7. MUDANÇA DE VARIÁVEL NA INTEGRAL 


Veremos, no Vol. 2, que toda função contínua num intervalo I admite, 
neste intervalo, uma primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usá-lo 
na demonstração do próximo teorema. 


Teorema. Seja f contínua num intervalo T e sejam a e b dois reais 
quaisquer em T. Seja g : [c, d] > I, com g' contínua em [c, d], tal que g 
(c) =a eg (d) = b. Nestas condições 


b d 
f(x)dx =| f(e (w) e” (u) du. 
r c 


é 


Demonstração 


Como f é contínua em I, segue que f admite uma primitiva F em I. 
Assim, 


b 
O Í f(x)dx = F (b) — F(a). 
a 


A função H (u) = F (g (u)), u € [c, d], é uma primitiva de f (g (u)) g' (u); 
de fato, 


H'(u) = [F (g (u))]' = F' (g (u)) g'(u) 


ou seja, 


H'(u) = f (g (u)) g'(u) 


pois, F" = f. Segue que 
d E , d 
| f(e (uy) g (u)du = [F(g(u)] =F(g(d)— F (g (c)). 
c £ 
Por hipótese, g (d) = b e g (c) = a. Tendo em vista ®, resulta 


d b 
| fíg(u) g(u)du=F(b) — F (a) = Í f(x) dx. E] 
£ a 


b 
fix) dx=? 


a 


x = g(u); dx =g'(u) du 
jx=a  ¡u=cemque g(c)=a 
|x =b :;u=demqueg(d)=b 


b d 
f(x) dx = Í f(e (u)) g' (u) du 


a 


l i 
EXEMPLO 1. Calcule | 10d 
0 


Solução 


Façamos x — 1 = u, ou seja, x=u + 1. 


a =u+l:dx=(u+l) du ou dx = du 
x=0 iu=—1 
[mil :u=0 


l 0 
| (x— DY dx = Í u! du 
0 —1 


Lo, 
EXEMPLO 2. Calcule fi y2x — 1 dx. 


de 


Solução 


| | 
Façamos u=2x-— 1 ou x = qu+ a 


ER urh cd de 
2 2 2 
i ER 
x=-— u=0 
2 
x=1 u= 1 


Ls rt 2 
Í vu du =| — yu? = —, 
0 3 o 3 


Assim, 


l 
u? oux = — u“ += 
2 

l l 
x=—u? += :dx=u du 

2 2 
¿ l 
Xx = — u=0 

2 
x=] "4 = 1 (ou u = —1) 


l : l ; l 
Í y2x-—1 dx= Í Vu? u du = Í lul u du. 
— 0 0 


Como u está variando em [0, 1], | u | = u, daí 


l La l 
| lulu du = | u“ du = —. 
0 0 3 


Se em vez de u = 1 tivéssemos tomado u = —1, teríamos 


Lo, -1— -1 
fı y2x-—1 dx= | y u? u du = | lul u du. 
ps 0 0 


dm 


Como u está variando, agora, no intervalo [-1, 0], |u |= —u; assim, 


— 


=] =] ur l 
Í lul u du = Í —u? du = — | — = —, 
0 0 3 |, 3 


Q 


| 


a’ 


Observe que tanto g(u)= l+ u E TO, 1], quanto 


1 q | . SeT 
g(u)= > + 5» U € [-1, 0], satisfazem as condições do teorema de 
mudanca de variável. 
Às vezes, com pequenos ajustes, a integral a ser calculada pode ser 


d 
colocada na forma f f (e (1) 2'(x) dx. Neste caso, a mudança de variável u 
$ 


g(d) y . 
= g (x), x € [c, d], transforma a integral f f(u) du du na anterior. 
gtc) 


Í f(2 (00) 2 (x) dx=? 


[u = (x) ;du= g'(x) dx 
qxX=cC , u = g(c) 
lx=d ¿u= g(d) 


g(d) 
f(u) du. 


Pr (e (0) g'(x) dx = 
e etc) 


l 
EXEMPLO 3. Calcule | 2 dz 

0 
Solução 


Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada 
muda: 


x =0 ¡u=0 
lx =1 u=3 
ba 1 (> | | 
ad= | u du =— 2413 = fe? —] 
i é x 3 do e" du 3 Le” 1; ze l E 

l . 

EXEMPLO 4. Calcule | E de 
0 xº+1 

Solução 


Fazendo u = x° + 1, du = 2x dx. Vamos então multiplicar o integrando 
por 2 e dividir a integral por 2. 


du 


f xdx 1 f 2x dx 
o x? +1 2J? +Ù 


Thr.. 


fu =x? +1 :du=2xdx 
<x=0 :u=1 
[x=] u=2 


l X 1 (2 d 1 (21 l » 
| ar=- | 2=>[ —du=- [ln u} 
O x*+1 2 J3) uU 2 J31 u 2 


ou seja, 


l X In 2 
| - dx = ; 
0 x<+1 2 E 


2 i 
EXEMPLO 5. Calcule Í x 12 +1 dx. 
| 


Solução 


> > 


| 9 | Co 
| xq xl +1 dx= 5) a] x? +1 2x dx 
| 2 41 


[u=x +1 : du= 2xdx 

íx=1 eou=2 

lx =2 Ss u=5 

2 5 1 | u3!2 | — 

fx +tdr=[ Ju du => = 15/52 4/2] 

| 242 2/13/2 3 E 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que o valor da 
integral de fem [a, b] não depende do símbolo que se usa para representar a 
variável independente: 


b b b b 
f (dx = f f (u) du = f f (s) ds = fs (O) d O etc. 
a a a a 


EXEMPLO €. Seja f uma função ímpar e contínua em [-r, r], r > 0. Mostre 
que 


B 
f (x) dx = 0. 


A 
Solução 

f ímpar e f (~x) = -f (x) em [-r, r ]. 
Façamos a mudança de variável u = -x 


fu =—y :du=-dx 
4Xx=-—r ¡u=r 
lx=r u= -r 


r r =P r 
Fs ()dx=-| f(Q)(—dx = — Í f(-udu= | f(—u) du 
Ed Bd a as 
Como f (—u) = -f (u), resulta 
r r 
f O)dx=—| f (u) du; 
E EA 
r r 
mas, | f (u) du = Í f (x) dx (veja observação acima), logo 
B- E 
r r 
E (x) dx = — | f (x) dx 
did Ri 
ou seja, 
E 
2 | f œdrx=0 
44 
e, portanto, 
E 
f (x) dx = 0. (Interprete graficamente.) 
RA 


| — 
EXEMPLO 7. Calcule Í x 1443 dx. 
= 


Solução 
f()=x yx + 3 é uma funcáo ímpar, pois, 
FÍN = —x e +3 =-—(x yx +3) = -f (x). 


Pelo exemplo anterior, 


A 
Í X y xt +3 dx=0. 
—1 


0 
EXEMPLO 8. Calcule | x? /x+1 dx 
—1 


Solução 
Aqui é conveniente a mudança u =x + 1 


pu =x+1 ;du= dx 
x=- :u=0 
per u =l. 


De u =x + 1, segue x = u - 1. Então, 


= E sm ds 1 43 34 
Í e ENE a dx=| (u— 1) «ju du=[ (u*—2u +1) u2 du=| (u2 —2u2 +u2) du. 
-1 0 0 0 


Assim, 
7 5 37! 
0 | u2 u2 u2 16 
Í x? yx+1dx= =2 +t =—. a 
=i 1 5 3 105 
2 2 2 Jo 


Exercícios 11.7 


1. Calcule. 


2 r l | 
a) ] (x — 2) dx b) f (3x + De dx 


l 0 3 
c) |, 3x +1 dx d | Ox dr 
4 3j 2 2 
e) Í 215 — x dx l — dx 
E P) (3x — 29 
l l 
g) h) Í dx 
O (x+HIP -2 4+x 
ho | q 
i) Í e“* dx D Í xe*” dx 
0 0 
0 e 
D) Í i x Jx +1 dx m) |? cos 2x dx 
l „2 l „2 
n) Í n 7 dx O) — =r dx 
0 1+x 0 (+x) 
, 3 9 
p) i x? 1+ x) dx q) Í — dx 
Zi | 5+3x 
1 | Xx 
r) | Yx +1 dx s) Í ——— dx 
—1 O (x + yr 
0 2 o) 10 
t) Í l x (x + 1)100 dx u) Í x“ (x-2) dx 


Suponha f contínua em [-2, O ]. Calcule N f (x— 2) dx, sabendo 


0 
que Í Ñ f(x) dx = 3. 


| 
Suponha f contínua em [-1, 1 ]. Calcule I, f(2x — 1) dx sabendo 


| 
que Í f (u) du = 5. 


2 p) 
4. Suponha f contínua em [0, 4]. Calcule Í Xf (xº) dx. 


sen x 


mT 
9. Calcule | lx. 


SST Se 
-m xt+x2+41 
6. Calcule a área do conjunto dado. 


a) A = lx, y) € REil<r=< 2e0<y<S yx — 1) 


9 X 
bDA=[(1,y ER 0=r=2e0=<y=< =} 
LF“ 


c) A é o conjunto do plano limitado pela reta x = 1 e pelos gráficos 
de y = e™ e y = e*, comx 2 0 


7. Calcule. 


l í l 
a) | x Ny x2+3 dx b) | xX (x? + 3)5 dx 
0 0 
2 a 5 É ff E 
c) l x œ — I dx d) | x Vl — y“ dx 
l 0 
0 3 l | 
e) Í x2e*” dx f | xl + 2x? dx 
| 0 
9 
- 3s l l 
8g) l > ds h) ds 
l 1+s* 0 1+4s 


| . 
n) l Ea (x? +3)!0 dx 


A ») 
p) | 3 sen x cost x dx 
0 


T 
== J 

r) | sen x (l — cos4 x) dx 
T 
3 


” 
t) E sen? x dx 


3 


l > 
m) l — dx 
O (x + 1º 


0) e yx? +1 dx 


q) fo cos x sen? x dx 
0 
T 
> 2) 

s) | 4 sen x sen^ x dx 
T 


3 


T 
u) fe cos? x dx 
0 


Lo; 
Um aluno (precipitado), ao calcular a integral | 14 x2 dy, 
=> 


raciocinou da seguinte forma: fazendo a mudança de variável u = 1 
+ x°, os novos extremos de integração seriam iguais a 2 (x=-1 > 
u=2;x=1 > u= 2) e assim a integral obtida após a mudança de 


Rd . . l i 
variável seria igual a zero e, portanto, | yl + x? dx =0!! Onde 
| 


está o erro? 


Seja f uma função par e contínua em [-r, r], r > 0. (Lembre-se: f 


par e f(=x) = f (%).) 


0 r 
a) Mostre que l f(x) dx = | f(x) dx 
—r 0 


b) Conclua de (a) que l f(x) dx =2 |, f(x) dx. Interprete 
=r J 


graficamente 


Suponha f contínua em [a, b]. Seja g: [c, d] > R com g' contínua 

10. em [c, d], g (c) = a e g (d) = b. Suponha, ainda, que g' (u) > 0 em 
Jc, dl. Seja c = u < u, < u, < ... < u, = d uma partição de [c, d] e 
sejaa =X, <X <X, <... < X, = b partição de [a, b], em que x, = g 
(u,), para i variando de O a n. 


a) Mostre que, para todo i, i = 1, 2, ..., n, existe u; em [u;_,, u,] tal 
que 


Ax; = g ' (u;) Au; 


b) Conclua de (a) que 
n _ an n 
2 f(e (u;))g'(u;) Au = Y f(c;) Ax; 
i=] i=] 
em que c; = g (u;). 


c) Mostre que existe M > 0 tal que 


Ax; < M Au, 


para i variando de O an 
d) Conclua que 


n n 


lim Y fíg(u;) e (u;) Au; = lim Y» f(c;) Ax; 
máx Au; >0j¡=1 máx Ax; 5 0;=1 
ou seja, 


d b 
| f(g(u) g' (u) du = f(x) dx 
E 


a 


11.8. TRABALHO 


Nesta seção, admitiremos que o leitor já saiba o que é um vetor. 
Consideremos, então, um eixo Os 


qui 
1 


0 


e indiquemos por 4 o vetor, de comprimento unitário, determinado pelo 
segmento orientado de origem O e extremidade 1. 

Seja a um número real; F = a w é um vetor paralelo a w. O número a é 
a componente de F na direção u.Sea>o0, a u tem o mesmo sentido que t; 
seq <0, au tem sentido contrário ao deu”. 

Suponhamos, agora, que uma força constante F = a W atua sobre uma 
partícula, que se desloca sobre o eixo Os, entre as posições s = s es = s,, 
com s, e s, quaisquer. Definimos o trabalho t realizado por 7, de s, a s, por 


Assim, o trabalho realizado pela força constante $ = a u, des, a S, é, 


por definição, o produto da componente de F, na direção do deslocamento 
(isto é, na direção u ), pelo deslocamento. Temos os seguintes casos: 


1)a>0es, >s; >T>0. 


2)a<0es,>s,>T<0. 


F 


posição final 
posição inicial 


Neste caso, F atua contra o movimento; F é uma força de resistência ao 
movimento. 


3)a>0es,<s, >T<0. 


E dl - 
F E e 


Y 


S2 posição inicial 


posição final 


F realiza um trabalho de resistência ao movimento: T < 0. 


4)a<0es, <s, >T>0. 


F atua a favor do movimento: T > 0. 

Suponhamos, agora, que sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo 
Os atua uma força constante F, de intensidade F, mas não paralela ao 
deslocamento 


Fr =Fcos6 u 


em que 8 é contado no sentido anti-horário de Os para F. O trabalho t 
realizado por È de s, a s,, é, então, por definição, 


T= (F cos 0) (s, — S,) 


em que F cos 8 é a componente de F na direção do deslocamento. 


Observação. No Sistema Internacional de Unidades (SI) a unidade de 
comprimento é o metro (m), a de tempo o segundo (s), a de massa o 
quilograma (kg), a de força o Newton (N) e a de trabalho o Joule (J). 
Sempre que deixarmos de mencionar as unidades adotadas, ficará implícito 
que se trata do sistema SI. 


EXEMPLO 1. Sobre um bloco em movimento atua uma força constante, 
paralela ao deslocamento e a favor do movimento. Supondo que a força 
tenha intensidade de 10 N, calcule o trabalho por ela realizado quando o 
bloco se desloca de x= 2 max= 10 m. 


Solução 


| 
m) 
= 


by 


10 
O trabalho t realizado por F é 


T=10(10-2)=80J. m 


EXEMPLO 2. Um bloco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, 
da altura de 5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um ângulo 
de 30º. Calcule o trabalho realizado pela força gravitacional. (Suponha a 
aceleração gravitacional constante e igual a 10 m/s?.) 


Solução 


$, = 0 (posição inicial) 


solo 


S, (posição final) 


Pela lei de Newton, a intensidade de f é Mg, em que M é a massa do 
bloco e g a aceleração gravitacional. A componente de F na direção do 
deslocamento é Mg cos 60º. O trabalho t realizado por F é: 


T = (Mg cos 60º) (s, — s,). 


s, é o comprimento da hipotenusa do triângulo retângulo ABC: 
s, sen 30º = 5 ou s, = 10. 


Como cos cos 60° = —, M = 10 e g = 10, resulta 


l 
2 
T=500J. E 


EXEMPLO 3. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x agem 
duas forças: F =10¡8€ F, = —3 j . Calcule os trabalhos realizados por 


elas no deslocamento de x = 1 a x = 5. Supondo que F e F, sáo as únicas 


forcas agindo sobre a partícula, calcule o trabalho realizado, no 
deslocamento mencionado, pela resultante p 


Solução 


As forças são paralelas ao deslocamento. 
Trabalho realizado por FU 


1,=10(5-1)=40J. 


Trabalho realizado por F;: 


t,=-3(5-1)=-12J. 


Trabalho realizado pela resultante R (R = F, + F, Ou seja, R =77): 


1=7(5-1)=28J. m 


EXEMPLO 4. Uma partícula de massa 5 kg é lancada verticalmente. 
Calcule o trabalho realizado pela força gravitacional quando a partícula se 
desloca da altura y =1may=5m. 


Solução 


Pela lei de Newton, a força gravitacional F é dada por 


em que M é a massa da partícula e g a aceleração da gravidade que 
suporemos constante e igual a 10 m/s,. Observe que 7 é paralela ao 


deslocamento. O trabalho t realizado por F é então 


T=-Mg (5-1) 


ou 


T=-200J. E 


Nosso objetivo a seguir é definir trabalho realizado por uma forca 
variável com a posicáo. Suponhamos, entáo, que sobre uma partícula que se 
desloca sobre o eixo x atua uma forca paralela ao deslocamento e variável 
com a posição x, F (x) = f(x) Fá 


EM 


Observe que f (x) é a componente de F(x), na direção do deslocamento. 
Vejamos, então, como definir o trabalho realizado por F no deslocamento 
de x = a a x = b. Suponhamos, por um momento, a < b e f(x) contínua em 
[a,b ]. 

Seja P:a=x,<X <X, <... <x, = b uma partição de [a, b]. 

XX ., Xi ao 7n 
+++ ————— 
iq=a x x, *ti-1 * Xpa-1 b=x, 


Supondo máx Ax, suficientemente pequeno e tendo em conta a 
continuidade de f, o trabalho realizado de x, ax, (i = 1, 2, ..., n) deverá ser 
aproximadamente f( x;) Ax; por outro lado, é razoável esperar que a soma 
de Riemann 


deva ser um valor aproximado para o trabalho realizado por F no 
deslocamento de x = a a x = b e que esta aproximação seja tanto melhor 
quanto menor for máx Ax. Nada mais natural, então, do que definir o 


trabalho t realizado por F (x) = f(x) 7. no deslocamento de x = a a x = b, 


por 


Na definição acima, a e b podem ser quaisquer e f (x) integrável no 
intervalo fechado de extremidades a e b. 

Observe que, se a < b e f (x) > O em [a, b], o trabalho realizado por 
F (6) = f(x) i de x= a ax = b, é numericamente igual à área do conjunto 
do plano limitado pelas retas x = a, x = b, y = 0 e pelo gráfico de y = f (x). 


EXEMPLO 5. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox atua 
uma força paralela ao deslocamento e de componente f(x) = A Calcule o 
vo 


trabalho realizado pela força no deslocamento de x = 1 ax = 2, 


Solução 


O trabalho realizado por F dex=1ax=2é 


T= f 1 me -+ =i, u 
LA x 1 2 


EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa 


O xX 


e suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola, 
quando esta se encontra em seu estado normal (não distendida). Se a mola 
for distendida ou comprimida até que sua extremidade livre se desloque à 
posição x, a mola exercerá sobre o agente que a deforme uma força cujo 
valor, em boa aproximação, será 


F(x) =-kxi (lei de Hooke) 


no qual k é uma constante denominada constante elástica da mola. 

Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade 
livre uma partícula. Supondo k = 5, calcule o trabalho realizado pela mola 
quando a partícula se desloca da posição 


a) x=0,2ax=0. 
b) x=0,2ax=-0,2. 


Solução 
0 5x2 0 
ayr=[—sxax=[-22| =0,13, 
< 10,2 
—0,2 
b)T = | —5x dx = 0. Interprete. [a] 
0,2 


EXEMPLO 7 (Relação entre trabalho e energia cinética). Uma partícula 
de massa m desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = x (t) em 
que x (t) é suposta derivável até a 2.º ordem em [t,, t, ]. Suponha que a 
componente, na direção do deslocamento, da força resultante que atua 
sobre a partícula seja f (x), com f contínua em [x,, x,], em que x, = x (ty) e x, 
= x (t,). Verifique que o trabalho realizado pela resultante, de x, a x,, é igual 
a variação na energia cinética, isto é, 


ad ` 
Í f(x) dx = 


2.1.2 
mvj = mv 
X 0 ds 


l 
2 
em que v, e v, são, respectivamente, as velocidades nos instantes t, e t,. 


Solução 


= y(t) :dx=x(t)dt ou dx= v(t)dt 
= X0 t= to 
= XI t= f| 


A 
AS 


= “> 


X] . t E 
Í f(x) dx = Í f(x (1) v (1) dt. 
xo 0 


Pela Lei de Newton (força = massa x aceleração) 


f (x (0) = ma (0) 


em que a (t) é a aceleracáo no instante t. Assim 


X t t 
Í ! f(x) dx = Í l ma (t) v (t)dt =m f v(t) a (t) dt. 
x0 to to 


Fazendo na última integral a mudança de variável v = v (t) 


=v(t) ¡dv=v'(t)dt ou dv= aít) dt 
t to v= vo 
t = fi Ly= VI 

” 


xl . , S t = 1 
fix) dx =m vít) aít) dt =m 
xo to 


pa em, 
Cel 


l 2 l 
y dv = — mvf — — 
e p) p) 
0 de de 


ze 7 : . | 3 de ade 
Observação. Se v é a velocidade no instante > mv* é, por definição, a 


energia cinética da partícula no instante t. 


Exercícios 11.8 


1. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma força 
cuja componente na direção do deslocamento é f (x). Calcule o 
trabalho realizado pela força quando a partícula se desloca de x = a 
a x = b, sendo dados 


a) f (x)=3,a=0eb=2 
b) f(x)=x,a=-1eb=3 


c) f(x) = — —. a=leb=2 
ES 


d) f(x) =-3x,a=-1eb=1 


2. Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a 
ação da força resultante F(x) = —3x i. Sabe-se que x (0) = 1 e v (0) 
= 0. 


a) Verifique que, para todo t > 0, 


em quex=x(tev=v(t. 


b) Calcule o módulo da velocidade da partícula quando esta se 
encontrar na posição x = 0. 


c) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 

d) Em que posição | v | é mínimo? 

e) Como você acha que deve ser o movimento descrito pela 
partícula? 


3. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação 
da força resultante F (x) = —x į. Sabe-se que no instante t = 0 a 


partícula encontra-se na posição x = 1 e que, neste instante, a 
velocidade é v = 2. 


a) Verifique que, para todo t > 0, 


x+y = 


em que x = x (t) e v= v (t) 


b) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 
c) Em que posicáo | v | é máximo? 
d) Em que posicáo | v | é mínimo? 
4. Uma partícula de massa m = 5 desloca-se sobre o eixo Ox sob a 
ação da força resultante F (x) = —2x į, Sabe-se que no instante t = 2 
a posição é x = 0 e a velocidade v = 4. 


a) Expresse o módulo de v em função de x. 
b) Qual o máximo valor de | v |? 
c) Qual o máximo valor de | x |? 
d) Em que posições a velocidade é zero? 
5. Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a 
acáo da forca resultante Fi x) = l i . Sabe-se que x (0)=1ev (0) 


P 
= 0. Expresse v em função de x. 


6. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo 0x com 
aceleração constante a, de sorte que a força resultante sobre a 
partícula é, pela Lei de Newton, ma / Sejam x, e v, a posição e a 


velocidade no instante t = 0. Mostre que, para todo t > 0, 


| | 2 ) 
2a (x— xp) =v — vő 


em que x= x (t) e v= v (t). 


7. Um corpo de massa m é lançado verticalmente. Seja y = y (t) a 
altura no instante t (considere o eixo vertical Oy orientado do solo 
para cima). Suponha y (0) = 0 e v (0) = v, Suponha, ainda, que a 


única força agindo sobre o corpo seja a gravitacional -mg j, em 
que g é a aceleração gravitacional suposta constante. 


a) Verifique que y? = v — 2g y 
b) Qual a altura máxima atingida pelo corpo? 

Uma partícula de massa m = 2 Rc sobre o eixo 0x sob a 
i . Suponha x(0) = 1 e v (0) = v, 


ação da força resultante F (x) = — 
x? 


> 0. 


a) Relacione v com x. 
b) Determine o menor valor de v, para que a partícula não retorne à 
posição inicial x = 1 
De acordo com a lei da gravitação de Newton, a Terra (massa M) 
atrai uma partícula de massa m com uma força de intensidade (G é 
a constante gravitacional) 


Mm 


r“ 


f= G 


em que r é a distância da partícula ao centro da Terra. Suponha, 
agora, que a partícula seja lançada da superfície da Terra com uma 
velocidade inicial v, > 0 e que a única força atuando sobre ela seja a 


gravitacional. Mostre que o menor valor de v, para que a partícula 
an M 


1 2 . 
, em que M e R são, respectivamente, a 


não retorne à Terra é 


| 
massa e o raio da Terra. (Despreze a rotação da Terra.) 
10. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo 0x atua uma força 


F de intensidade 3x e que forma com o eixo 0x um ángulo 
constante de 30º. 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca de 
x=0ax=3. 
11. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma forca 
F de intensidade constante e igual a 3 N e que forma com o eixo Ox 
um ángulo de x radianos. 


Calcule o trabalho realizado por f quando a partícula se desloca 


a T 
a) de x = 0 a a) de x = O a x = Fi 
b) dex=0ax= nn. Interprete o resultado. 
12. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo 0x atua uma força 


F, sempre dirigida para o ponto P (veja figura), e cuja intensidade 
é igual ao inverso do quadrado da distância da partícula a P. 


AP 


| 
| 
| 
r | 
| 
| 
| 
| 


F A 


xX -2 -1 0 


Calcule o trabalho realizado por f quando a partícula se desloca de 
x=-Zax=-1. 


3 Uma mola AB de constante k está presa ao suporte A e a um corpo 
` B de massa m. O comprimento normal da mola é l. Desprezando o 
atrito entre o corpo B e a barra horizontal, mostre que a aceleração 

a do corpo B é dada por 


em todo instante t em que v Z 0. 
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TÉCNICAS DE PRIMITIVAÇÃO 


12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS 


Sejam « % 0 e c constantes reais. Das fórmulas de derivação já vistas 


seguem as seguintes de primitivação: 
a) f cdx =cx+k 

c) fe dx = +k 

e) f- dx = lIn (~x) + k(x < 0) 

2) f cos x dx = senx + k 

i) | sec? x dx =tgx +k 

I) Í sec x dx = Inlsecx+ tgxl+k 


l 
n) lx =arctex+k 
| 1+ x? E j 


EXEMPLO 1. Calcule. 


a) Í x? dx 


Solução 


b) | ax 


/ a o xt+1 
) | xº dx = Eq tt (a + —1) 
a 


d) E dx=Inx+k(x>0) 
x 


f fo dxr=mixi+k 

h) Í sen x dx = —cosx +k 

j) Í sec x tg x dx = secx+k 
m) Í tg x dx = —Inlcos xl + k 


Y 1 
0) |J- dx = arc sen x + k 
VI — yć 


c) Í cos x dx 


” x? 
a) Í x dx = EN + k. 


b) f dx=x+ k. 
c) Í cos x dx = sen x + k. a 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que o domínio da 
função que ocorre no integrando de f f(x) dx deve ser sempre um intervalo; 
quando nada for mencionado a respeito do domínio de f, ficará implícito 
que se trata de um intervalo. 


EXEMPLO 2. Calcule. 


a)(Inlx!)”/ b) ¡E dx (x> 0) 
X 
| l 
c) f- dx (x < 0) d) |- dx 
X x 
Solução 
Inl y= Mx sex>0 
VMA a (Ex) sex <0. 
, , | 
Parax>0,[Inlxl]J'=[Inx]'=-. 
X 
, i l , l 
Parax>0,[Inlx!l]*=[In(-=3]!= — (—x)' = —. 
—X X 


Portanto, para todo x # O 


l 
[Inlxl]' = —. 
X 


b) ¡a d=hiz+kie>b 
X 
l 

c) f- dx = In(-xy) + k(x< 0) 
X 


d) Aqui o domínio não foi explicitado: tanto pode ser um intervalo contido 
em JO, +00 [como em] —oo, O[. Em qualquer caso 


l 
f- dx=lnixi+k a 


EXEMPLO 3. Seja « O uma constante. Calcule 


Í xº dx. 


Solução 


a+] 
Se a*-1, | x“ dx = E k. 
a + 1 


Se q É aj x`! dx= j> dx= Inlxl+ k. 
X 


Assim: 


xa+l 
+kseaf-—l 


| ya dx = | a +1 


Inlxl+ksea=—l] 


EXEMPLO 4. Calcule. 


a) f x Nx dx. 


l 
à [Lar 
[+ x? i 


Solução 


3 3 
2 


a) J X x dx= f y2 dx = X 


ou seja: 


r 2 f 
f x yx dx = 5 a + k. 


3 f 3 
b) [> in 
x X 3 


. | À 
oz dx= arctgx +k 


d) [i= arc sen x + k 
yl — x2 


EXEMPLO 5. Calcule. 
a) f sec? x dx 
Solução 


a) f sec? x dx = tg x + k 


+In lx + k. 


b) f te? x dx = Í (sec? x — Ddx=tgx—x+k. 


b) Í te? x dx 


EXEMPLO 6. Verifique que 
f tg x dx = —Inlcosxl + k. 


Solução 


Pela observação que fizemos anteriormente, o domínio de f (x) = tg x 
deve ser um intervalo I, pois, neste problema, tg x aparece como um 
integrando. Neste intervalo temos: cos x > O para todo x em I ou cos x < 0 
para todo x € I (por quê?). 


—Tsen x 


Secosx>0,[-—Inlcosxl]'=[-—Incosx]' = — =tex 
cos x 
f , sen x 
Se cos x < 0, [ —Inlcosx1]*=[ —In (—cos x) ] ° = - ———= tg x. 
—COS X 
Em qualquer caso, 
f tg x dx = —ln Icos xl + k. a 
EXEMPLO 7. Seja a % 0 uma constante. Verifique que 
Ox | ax | 
a) Í e dx= —e +k. b) | cos ax dx = — sen ax + k. 
a a 
Solução 
o 
a) E em | = = Ts A a" 
a a a 


l] e“ dx= —e®™ +k. 
[84 


r 


| | l ; 
b) |— sen ax| = — sen ax: (ax) = cos ax. 
16] a 


Assim, 


l 
f cos ax dx = — sen ax + k. 
a 


EXEMPLO 8. Calcule. 


a) f e” dx b) f cos 3 x dx 
c) f sen 5 x dx d) f e “dx 
Solução 


a) f e* dx = - e +k 
b) l] cos 3 x dx = - sen 3x + k. 


l 
c) f sen 5x dx = — 5 cos 5x + k. 
d) | e “dx=-e *+k. 
EXEMPLO 9. Calcule f cos? x dx. 


Solução 


cos 2x = cos? x — sen? x = 2 cos? x — 1 


Então: 


Í cos? x dx = fl i+ cos 2x | dx = Lat 1 sen 2x + k 
2 2 2 4 


ou seja, 


Exercícios 12.1 > 


1. 


2. 


Calcule e verifique sua resposta por derivação. 


p) Í (e +e dx 


f l 
piora El : 
4 


tato, 
penta 


Calcule. 


b) l] x dx 


d) Í yx dx 


P Í a 


x+ x? 
h) Í 5 — dx 
e 
3 
j) Í E + +) dx 
x 


m) Í (e* + 4) dx 


o) | e” dx 
l 
o Es 
e? 
2 
s) Í (2 ea 
u) f en? * dx 


—) dx 
Ja 


d) 1 
0 1+ 12 pe 
9 3 
“x +1 

f E dx 


Calcule e verifique sua resposta por derivação. 


a) Í sen x dx 
c) Í cos 5x dx 


e) Í cos 7t dt 


| l 
i Ss 2x À 
g) TE > cos 2x | dx 


] 

1) f (x + — cos jd 
5 
5 

D Í (+ — cos 7x ] dx 
2 


1 
n) 16 sen 2x + — cos 3x) dx 


de 


1 
— 3x — — 7x | dx 
p) (5 cos X 7 S” 3 X 


Calcule. 


= 
a) f> sen 2x dx 
0 


T 
c) |? (sen 3x + cos 3x) dx 


a) Verifique que sen? x = 


b) Calcule Í sen? x dx. 


to | — 


b) Í nd 
d) Í sen 4t dt 


f Í cos 3 tdt 


l 

h) Í [2 + — sen 2x) dx 
3 

a + 4 sen 3x] da 


| 
m) Í e 3x ir — sen 4x) dx 


sen 2x y 
o) | 


cos X 


q) Í E e + sen 3x ) dx 


T 
" 
b) a cos — dx 
2 
Ta 
d) 2 (+ eos2r] us 
0 2 


6. Calcule. 
a) | cos? 2x dx 
Cc) Í sen? 3x dx 
e) Í cos” x dx 
p 
g) Í (sen x + cos x)” dx 


É) j (5 + sen 3x)? dx 


7. Calcule. 
E 
a) fs cos? x dx 
0 


T 
c) |? (sen x + cos xy? dx 


2m , 
8. Calcule Í ql + cos x dx. 


9. a) Verifique que 


b) Í cos? 5x dx 


d) Í cos? 2 dx 
2 


9 
l 1 g 
f Í [> + 2 cos 2x] dx 
h) Í (sen x — cos me dx 


3) Í (1 — cos 2x)? dx 


= 
b) IR sen? x dx 
0 


kl 
d) ja cost x dx 


l] sec x dx = In (sec x + tg x) + k 


N T 
comx € |-—,—|. 
2 2 


b) Mostre que 


Í sec x dx = In |sec x + tg x| + k. 


10. Calcule. 


a) Í tg x dx b) Í sec? xdx 


c) Í tg? x dx d) Í sec x dx 
e) Í tg 2x dx f Í sec 3x dx 
o 5 a 
g) jar n ju 
yl = 
i) Í (55+ e NS dx j) Í (x + sec? 3x) dx 


cos x + sec x 
m — dx 


D Í (1 + sec x? dx 
cos x 


11. a) Determine q e 8 de modo que 


1 
sen 6x cos x = z (sen ax + sen Bx) 


| 
| Sugestão: sen a cos b = T [sen (a + b)+ sen (a — bn.) 


b) Calcule Í sen 6x cos x dx. 
12. Calcule. 


a) l] sen 5x cos x dx b) f sen 3x cos 4x dx 


c) Í sen x cos 3x dx d) Í sen 3x cos 3x dx 


13. a) Determine q e 8 de modo que 


| 
sen 3x sen 2x = — — (cos ax — cos Bx) 
2 


- 


- 


| 
| Sugestão sen a sen b = E [cos (a — b) — cos (a + by) 


b) Calcule l] sen 3x sen 2x dx. 


14. Calcule ES 5x cos 2x dx. 


1 


/ 1 Y 
| Sugestão: cos a cos b =— [cos (a + b) + cos (a — b)]. 
A 2 / 
15. Calcule. 
b) Í sen 2x sen 5x dx 


a) Í sen x sen 3x dx 
d) f cos 5x cos x dx 


c) Í sen 3x cos 2x dx 


e) Í cos 7x cos 3x dx 


16. Calcule. 
e A 
a) for cos x sen 3x dx b) m sen 3x sen 4x dx 
” 


17. Sejam m e n naturais. Calcule. 
T 
b) l cos mx sen nx dx 


T 
a) l sen mx sen nx dx 
=T 


-T 


12.2. TÉCNICA PARA CÁLCULO DE INTEGRAL 
INDEFINIDA DA FORMA | f(e (x)) g (x) dx 


Sejam fe g tais que Im g € D, com g derivável. Suponhamos que F seja 
uma primitiva de f, isto é, F" = f. Segue que F (g (x)) é uma primitiva de f (g 


(x)) g'(x), de fato, 
(F (9 (Y) = Fg (x)) 9'09) = f (9 09) g'o). 


Deste modo, de 
Í f(u)du = F (u)+ k 


segue 


f fig) e'(x)dx = F (g (1) + k. 


Í figo) 200) dx = ? 


u=g(x) ; du= g(x) dx 


Í f(e (0) g (x) dx = l] fu) du = F (u) + k =F (g (x))+k 


Antes de passarmos aos exemplos, observamos que, tendo em vista 
f af) dx= q f f(x) dx (a constante) 
resulta para a 4 0 
. l À 
Í fx) dx = — Í a f(x) dx 
a 


o que significa que, multiplicando o integrando por uma constante a e, em 
seguida, dividindo tudo por q, nada muda. 


EXEMPLO 1. Calcule f xcos X dx. 
Solução 
Fazendo 
u = x°, du = 2x dx. 


Então, 


9 ” 
Í x cos x“ dx = Í cos x“ (2x dx) = Í cos u du. 


l 
2 


to |— 


Como 


| 
Í cos u du = = sen u + k, 


- 


to | — 


resulta 
> l 3 
f x cos x^ dx = E sen x^ + k. 
EXEMPLO 2. Calcule f e” dx. 


Solução 


u = 3x, du = 3dx 


ou seja, 

3 
EXEMPLO 3. Calcule f (2x + 1º dx. 
Solução 


u = 2x + 1, du = 2dx 


l 
Í (2x + 1) 2dx = — Í FA 


> | — 


f (2x + 1 y dx = 


Como 


1 : 4 
= | da Ek 
2 8 


resulta 


a ELO 
f (2x + 1) dx = r + 


dx. 


EXEMPLO 4. Calcule | TA - 
A 


Solução 
u = 1 + x°, du = 2x dx 
f Z d=] , 2x dx= | — du 
1+ xt 24 1+xº 2º u 
Como 
= JTE — du = — in lul + k, 
resulta 


f =n din +k. 
I+ x“ 


dx. 


EXEMPLO 5. Calcule l] l 
3x+ 2 


Solução 


Fazendo u = 3x + 2, du = 3dx. Assim, 


l l l 
f lx =— Í 3dx = 1 l] Es du. 
É 3 u 


í 
3x + 2 3 3x + 2 
Segue que 
| | 
Í dx = Ż In 13x + 21+ k. a 
3x +2 3 
dx. 


EXEMPLO 6. Calcule | 7 
X 


Solução 
Se fizermos u = 1 + xf, teremos du = 4x? dx. Como 4x? não é constante, 


f b Ix + | | 4x3 dx 
E é — | -T 
[+ x4 4x4 I+ 14 


Isto nos mostra que a mudança u = 1 + x? não resolve o problema 
Entretanto, se fizermos u = x”, teremos du = 2x dx; assim, 
| 


( x If | 
E en] 1 + (1?) E z) |+ u“ 


Como 


| l 
Í - du = — arc tg u + k, 


1 
2 | + ut 2 


resulta 


X l 
f q dx=— atg x? +k. 
l+x 


by 


Observação. Note que x dx “dentro da integral” já nos sugere u = x°. 


EXEMPLO 7. Calcule Í xy1+ x? dx 


Solução 
| Y l | ” 
Í X yl + x* dx= =Í yl + x* (2x dx) 
2 


Fazendo u = 1 + x°, du = 2x dx. Assim, 


— 

~ 

= 
t 


; l — 
f xy 1+x? dx= =Í yu du = —' 


2 
ou seja, 
f | > ly 2.3 
| xyl +x? de= (1429 +k 
EXEMPLO 8. Calcule | x3 14 x? dx. 
Solução 


| x3 (1 +x? dx= 


| x? Vi + x? (2x dx). 


— 


2 


Fazendo u = 1 + x), teremos du = 2x dx e x? = u — 1. Assim, 


| x? y1 +x? dx= 1 | (u — 1) Ju du. 
2 


Como 


II 
to | — 
—— 
ult 
= 
to [in 
| 
vo [to 
= 
to | to 
, | 
+ 
>= 
II 
in | — 
< 
= 
A 
| 
| 
2 
= 
+ 
= 


resulta 


AS 1 | l pS 
f x? y1+ x* dx= A yd + x?) — 3 (1 + x4 Y +k. 


- 


EXEMPLO 9. Calcule f sen? x cos x dx. 


Solução 


3. 3 
sen” xcos x dx = sen” x (cos x dx) 


A mudança u = sen x implica du = cos x dx. 


3 
l] sen? x cos x dx = Í w du = quê +k 


ou seja, 


- l 
l] sen? x cos x dx = A sent x + k. 


EXEMPLO 10. Calcule | -55 ar. 
cos" x 
Solução 
u = cos x, du = -sen x dx 
f sen x y 
lx =— | — du = —; +t k 

| cos3 x ) 3 Que 

ou seja, 
| SE a - E 

cos” x 2 cos” x 

EXEMPLO 11 


3 
. Calcule | sen? x cos? x dh. 


Solução 


sen? x cos” x = senf x cos? x cos x = sen? x (1 — sen? x) cos x. 


Fazendo u = sen x, du = cos x dx. Então, 


4 3 4 2 
l] sen x cos x dx = f sen x(l — sen” x) cos x dx 


Í u? (1 — u”) du 


= — —— +k. 
5 7 
Assim, 
> 7 e 
f sent x cos” x dx = = ct A 
5 7 
EXEMPLO 12. Calcule. 
A : 
Y x 
a) | E lx b) IG dx 
+o (1 + x3}? 


Solução 


a) f = z dx=— | l 3 3x2 dx 
| + xº 3 1+tx 


Fazendo u = 1 + x, du = 3x? dx; assim, 


ou seja, 


Í ar Anido 
Fx 3 


x? l l 
b) [das] e 
(1 + xº)- 372 (1+ x7)* 


3x2 dx 


Fazendo u = 1 + x, du = 3x? dx; assim, 


ou seja, 


-— Tx 
| (1+ x°)? i 


EXEMPLO 13. Calcule. 


a) Í — z dx 
- XT 
Solução 
5 5 
a) | -dx= =) 
4 + 12 4 Ea 
+= 
(2 
Fazendo u = +. 
Assim, 


Como 


resulta 


Fazendo 


Assim, 


logo, 


ou seja, 


EXEMPLO 


5 5 x 
f y dx = — arc tg — + k. 
4 + xt 2 2 
2 | 
dx = E Í >72 dx. 
32,2% 
3 
2 2 | 
f — dx = — — dx. 
3-+ 2xº 3 xy 
+| == | 
3) 
2 JZ B 
u=Í x du => dx ou dx =" du 
43 y3 y2 
2 24/3 l 
f — dx = = | — du 
3 + 2x4 32 1 + u“ 
2 23 2 
f ds tg—-= x+tk 
3 + 2x4 32 N3 
2 l6 l6 
| -ras arc tg — x +k. 
3+ 2x4 3 3 
14. Verifique que 


f sec x dx = ln | secx + tgxl+ k 


Solução 


bs 


sec x tg x+sec” x 


sec x + tg x 
u = sec x + tg x; du = (sec x tg x + sec? x) dx. 


Assim, 


sec x tg x + sec? x l 
Í sec x dx = [EEE dr fas = In lul+k 
sec x + tg x u 


ou seja, 


f sec x dx = ln | secx + tgxl +k. 


Exercícios 12.2 


1. Calcule. 


a) f (3x — 2) dx 
c) Í dx 
3x — 2 
e) Í x sen x? dx 
3 
2) fa E dx 


i 3 A 
i) Í x” cos x* dx 


D Í cos? x sen x dx 


E 
— od 
p) | | + 4x2 


x 
r) Í — dx 
(1 + 4x2 )2 
t) Í ex yl +e* dx 


Calcule (veja a Seção 11.7). 


| — 
a) | xe 
0 


b) | 3x=2 ax 


1 
d) | —z« 
(3x — 2)“ 
2 
P Í xe” dx 
h) Í sen 5x dx 


j) Í cos 6x dx 


5 
m) Í sen x cos x dx 


5 
o) | dx 
4x : 3 


a 
1 S+ 6x2 


s) Í x E +3x2 dx 


u) la D dx 
x) fa pr dx 


T 
b) je sen! x cos x dx 


l 3 
c) | dx 
O 2x+1 
1 x 
e) | O sr El dx 
0 yl + x“ 


1 
g) E (2x + 3,100 dx 


2 
3 l F 
pi 
2 (x-1? 
[ ——— dx 
01+1% 
Calcule. 


2 
a) j sen? x cos x dx 


3 3 
o] cos xsen x dx 


e) Í sen 2x 1 + cos? x dx 


g) Í sen? x dx 

i) Í tg? x sec? x dx 

D) Í tg x sec” x dx 

n) Í sen x 43 + cos x dx 


p) Í sen x sec” x dx 


r) Í tg x cos x dx 


4. Calcule. 


2 xX 
d) Í — dx 
1 1+ 3x? 


D i Tt 


N l+ x 2 


Jr , 

h) Ih x sen 3x9 dx 
T 

, sen x 

D [3 5— dx 
O cos x 


E 
m) f cos? 2x dx 


b) |] sen? x cos” x dx 

d) Í sen x ./cos x dx 

f Í sen 2x J5 + sen? x dx 
h) Í cos? x dx 

E 2 

j) Í tg x sec^ x dx 

m) Í tg x sec? x dx 

0) Í sen x sec? x dx 


2 2 
q) | sen” x cos” x dx 


sec? x 
pa 
3+2tgx 


2 5 2 
a) Í dx b) Í +— |dx 
x—3 x-1 x 


l 3 
c) Í dx d) Í | x + | dx 
2x +3 x—2 
x x+2 
e) Í E dx f Í : dx 
x +1 x=1 
2x + 3 
g) Í dx h) [E 
x+1 x+ Ti 


5. Suponha a, ff, m e n constantes, com a % B. Mostre que existem 
constantes A e B tais que 


mx + n A 4 B 
(x -w) (x=) x-a xr- 


6. Utilizando o Exercício 5, calcule. 


1 2x + 3 
a) [— & b) y =— dx 
(x +1) (x — 1) x(x — 2) 
E 
o) | dx a | dx 
x2 =i > E 
5x +3 x+1 
o | a dx nf 5 dx 
x —3x +2 sda 
) 2 n |= 1 
g la 1 dx 
era 12 +3x+2 


7. Seja a % O uma constante. Verifique que 


l l 
[3-0 +k 
+ xº a a 


8. Calcule. 


b) la 2 dx 


l 
a | —— dx 
Í 2 + 5x2 


NE +2, 
e 
PS 
f x-1 d n [E 2x —3 y 
4 + x2 4x2 
1 
Mica j= dx 
LEHI? J a 
l 
D rrer Tx m) Í —_——— dx 
(x + : raTa 
1 
D [512 dx d + dx 
2+x+1 24+21+2 


9. Sejam a * 0 e $ constantes. Verifique que 


1 = 
a) == 7 dx = — In a +k. 
2a x+a 
1 l x+ 
b) e aee MEE A 
as +(x + DJ a a 
10. Calcule. 
xo x3 
a) [5 dx b) [=> dx 
EF 16+ 14" 
X 
°) Í — dx d) Í tg 2x dx 
2) 164 14 8 


l l 
£ dx Í = 
| x In x $ x (In x)? ni 


> 1 
8) Í tg x dx h) Il dx 


1 — xy? 
5 X 
1) l = dx j) Í dx 
J1 — 4x4 J1 — 4x* 
l 2x + 3 
l) l 7 = dx m) | — dx 
y4 — Xx” yl1-— 4x4 
9 X 
n) Í = dx 0) Í dx 
J4 — 9x“ 1 — y? 
et X 
p) Í - dx q) Í dx 
Vl — e yl qe 
| 2 
r) Í ——— dx s) l -m h 
xa/1 — (In x)* yl — (x + 1)! 
¿X x 
é e 
——— dx lx 
t) Í | + elx u) Í [+ 30% dx 
l x 
v) Í — cos (In x) dx x) Í PR Y dx 
X | + xº 


12.3. INTEGRAÇÃO POR PARTES 
Suponhamos fe g definidas e deriváveis num mesmo intervalo I. Temos: 


LE 9 09 T = 09 909) + FO) 96) 


ou 


FO) 9'09 = F 9 09 T =f) g Lo. 


Supondo, então, que f(x) g (x) admita primitiva em I e observando que f 
(x) g (x) é uma primitiva de [f (x) g (x) |, então f (x) g'(x) também admitirá 
primitiva em Te 


(1) Í fœ g'(x) dx = f(x) g (x) — f fo) g(x) dx 


que é a regra de integração por partes. 
Fazendo u = f(x) e v = g (x) teremos du = f(x) dx e dv = g'(x) dx, o que 
nos permite escrever a regra ® na seguinte forma usual: 


Í u dv = uv — f v du 


Suponha, agora, que se tenha que calcular f a (x) B (x) dx. Se você 
perceber que, multiplicando a derivada de uma das funções do integrando 
por uma primitiva da outra, chegase a uma função que possui primitiva 
imediata, então aplique a regra de integração por partes. 


EXEMPLO 1. Calcule Í Ed 


Solução 


A derivada de x é 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 - sen x tem 
primitiva imediata, a regra de integração por partes resolve o problema. 


Í x cos x dx = f(x) g (x) — Í f'(x% g (x) dx 
T1 


fe' = x sen x — Í | < sen x dx. 


Assim: 


] x cos x dx = x sen x — ] sen x dx 


ou seja, 


] xcos x dx = x sen x + cos x + k. a 


EXEMPLO 2. Calcule Í arc tg x dx. 


Solução 
Í arc tg x dx = | arc tg x * ldx. 


O truque aqui é acabar com arc tg x; vamos então derivar arc tg x e achar 


uma primitiva de 1. 


f arc tg x + 1dx = uv — f v du 


u dy 


= (arc tg x)* x — E 


Assim 


X 


arc te x dx = x arc te x — f dx 
| z > [+ x? 


ou seja, 


| > 
f arc tg x dx = xarc tg x — E In(1 +x) + k. 


EXEMPLO 3. Calcule f e sen x dx. 


Solução 
Ei sen x dx = f(x) g (x) — fr (x) g (x) dx 
11 
fe” = x (—cos x) — f 2x (—cos x) dx. 
Assim, 


? 2 
© Í x sen x dx = —x cos x + f 2x cos x dx. 


Calculemos, novamente, por partes Í 2x cos x dx. 


Í 2x cos x dx = 2x sen x — Í 2 sen x dx 
Ta f 8 fg 
ou seja, 
(3) Í 2x cos x dx = 2x sen x + 2 cos x + k. 


Substituindo © em O, vem 
p] p] 
f xX sen x dx = —x^ cos x + 2x sen x + 2 cos x + k. =] 
EXEMPLO 4. Calcule f e* cos x dx. 


Solução 


Fazendo f (x) = e* e g'(x) = cos x, obtemos 
fr (x) 2 (x) dx = f e* sen x dx 


cujo cálculo apresenta as mesmas dificuldades que f e* cos x dx. Se fizermos 
f(x) = cos x e g'(x) = e*, o problema é o mesmo. Aparentemente, não vale a 
pena aplicar a regra de integração por partes. 


Mas veja: 


X NSE SA Xx E X E v 
(4) fe cos x dx = e sen x — fe sen x dx. 


f g' 


Por outro lado, 


| e sen x dx = el (—cos x) — fe (—cos x) dx 
ou 
(5) Í e sen x dx = —e* cos x + l e“ cos x dx. 
Substituindo O em Y 
f e cos x dx = e! sen x + e* cos x — Í et cos x dx 
e, portanto, 
2 Í e cos x dx = e sen x + el cos x 
ou seja, 


f e? cos x dx = e (sen x + cos x) + k. a 


|= 


O truque foi ter percebido que, aplicando novamente a regra de 
integração por partes a f e* sen x dx, volta-se a Í e? cos x dx. 


Muito bem! 


EXEMPLO 5. Calcule f cos? x dx. 


Solução 


l] cos x cos x dx = cos x sen x — Í (—sen x) sen x dx 


: 
sen x cos x + Í sen” x dx. 


Assim, 


> o AR 
Í cos” x dx = sen x cos x + f (1 — cos” x) dx 
ou 


” 
2 Í cos” x dx = x + sen xcosx 


e, portanto, 


2 l 
| cos x dx = = (x + sen xcosx) + k. 
Como sen x cos sen x cos x = > Sen 2x, resulta 
l l 
cos” xdx = z x+ E sen 2x + k. 


EXEMPLO 6. Calcule l sec? x dx 


Solução 
3 ” 
f sec x dx = Í sec x sec” x dx 
T T 
ii g’ 
= sec xtg x — Í sec x tg x tg x dx 
Assim, 


3 É) 
| sec” x dx = sec x tg x — Í sec xtg“ x dx 


Como tg? x = sec? x — 1, resulta 


3 2 
Í sec x dx = sec x tgx — Í sec x (secx — 1)dx 


ou 

A cdo 

| sec” x dx = sec x tg x =j sec” x dx + Í sec x dx 
e, portanto, 
3 

2 Í sec” x dx = sec x tg x + Í sec x dx 

e como 
f sec x dx = ln | sec x + tg xl, 


resulta 


3 l 

Í sec x dx = — secxtg x + = In | secx + te xl + k. a 
Vejamos, agora, como fica a regra de integração por partes na integral 
definida (integral de Riemann). Sejam, então, f e g duas funções com 


derivadas contínuas em [a, b ]; vamos provar que 


ph n , r b pb ~g 
] f(x) g (x) dx = | f(x) g(x) | = | f'(x) g(x) dx. 
a a 


De fato, de 


F 9 0) =[f63 g 09) T = PO) g (x) em la, b] 


segue 


b b b 
| f(x) g'(x) dx = | [Fœ g(x)] dx — | f'(x) g(x) dx 
a a a 
ou seja, 


b A b 
| fl) g'(x) dx = | f(x) g(x) p — | f(x) g(x) dx. 
a a 


t 
EXEMPLO 7. Calcule | x In x dx. 
l 

Solução 

t t 

| xInx dx=[f(x) gœ] — f FU) ge (x) dx 
2 d t +42 
11 — * nx -Í EO 
g f 2 | 1 2 x 
t2 1 t 
= — Int—— | x dx. 
2 2 91 
Assim, 
t 
t lo. | ; -2 
Í x In x dx = — 1? TENES 
| 2 2 2 
| 

ou seja, 

t 

| x ln x dx = E t? Int— E t? + EA 
| 2 4 4 


l 
EXEMPLO 8. Calcule E renda sd 


Solução 


1 l 1 
2 5 Fl x 
f arc sen x + 1 dx = [x arc sen x]ĝ -f2 —— d. 
| 9 
0 0 al — x* 
T T 
f g' 
l Tj 3 z 
3 X Lg a E 
¡2 | dx=-=>2 [4 — du = [yu ); =" +41. 
o fi-x? 24 Yu 2 
Assim, 
2 | 1,3 3 
|? arc sen x dx = — arc sen — + —1=2 41001 
0 2 2 2 12 2 
ou seja, 
— B 
[2 arc sen x de A l. 
0 12 2 


Exercícios 12.3 
1. Calcule. 
a) E e dx 
c) Í x & dx 
e) Í In x dx 
7) 
g) E sec” x dx 
9 
i) Í (In x)” dx 
D) Í e cos x dx 
” 
n) Í > e” dx 


p) Í e “cos 2x dx 


b) |] x sen x dx 

d) E In x dx 

f fa In x dx 

h) Í x (In xy” dx 

y) l] X a dx 

m) Í e sen x dx 
0) Í X cos x? dx 


q) Í x sen x dx 


2. a) Verifique que 


l n—2 


— >» 
sec! x dx = Í sec” <4 x dx 


em que n > 1 é um natural. 
b) Calcule f sec? x dx. 


w 


Verifique que, para todo natural n % 0, tem-se 


l n-1 » 
—— sen” T! x cos x + Í sen” T7 < x dx 


a) Í sen” x dx 
n n 


| = n—l 
b) Í cos” x dx = — cos"—l x sen x + 
n n 


Í cos!” 4 x dx. 


4. Utilizando o item (a) do Exercício 3, calcule. 


a) f sen? xdx b) f sent x dx. 
5. Calcule J e * sen tdt. s > 0 constante. 
6. Verifique que para todo natural n > 1 e todo real s > 0 
n —st l — n =1 -s 
| te dt = —— t” ¿* + zf t” et dt. 
S S 
7. Calcule. 
| 2 
a) | x e* dx b) | In x dx 
0 | 
T . 
> X a _ 
c) |2 e* cos x dx d) |, t4 e dt (s 40) 
0 


8. Sejam m e n dois naturais diferentes de zero. Verifique que 


l m l 
à | x! (1 — x" dx= | x” +1 (1— xy” —1 dx 
0 n+1 40 


n! m! 


1 
b) | x” (1-19 dx = — 
0 (m+n+D! 


9. Verifique que, para todo natural n > 2, 


n—1 


T 

Ey a -2 
E sen” x dx = E sen" 74 x dx 
0 0 


n 


10. Verifique que, para todo natural n > 1, tem-se 


l 9 2n l ” al 
a) l (1— x4)” dx = Í p= a y dx 
0 2n+1 0 


1 a »2n ín! y? 
(l — x* y” lx = -= : 
j Í i (2n + 1)! 
11. Suponha que g tenha derivada contínua em [0, +00 [e que g (0) = 0. 
Verifique que 


X X 
l g'(t) e dt = g(x) e™ +s f g(t) est dt. 
0 0 


12. Suponha f' contínua em [a, b]. Verifique que 


b 
fb=fla+f'(a)(b— a) + l) (b — t) f" (Ò dt. 


a 


13. Suponha f” contínua em [a, b]. Conclua do Exercício 12 que 


n (a) b (b-t)? . 
O, a+ Í Head. 
9 a 9 


- pa 


f(b)=fla)+f'(a) (b— a) + - 


12.4. MUDANÇA DE VARIÁVEL 


Seja f definida num intervalo I. Suponhamos que x 


p (u) seja 
inversível, com inversa u = 6 (x), x €I, sendo q e 6 deriváveis. 


RAÇÃO) p'(u)du=F(u)+ k (u € D,) 
então, 


fræ dx= F(0(x))+ k. 
De fato, de © 


F'(u) = f (ọ (u)) ọ'(u) 
então, 


(F (0 œY = F'(0(x)) 0 (x) 
= f(p (0 (0) q (8 ©) 8'0 
= f(x) 


pois, q (8 (x)) = x e q'(8 (x)) 6º (x) = (pọ (9 (9) = 1. 


f fœdx=? 


x= ọ (u) 


3 


dx = q' (u) du 


fræ dx = RAÇÃO) p' (u) du 


observando que, após calcular a integral indefinida do 2.” membro, 
deve-se voltar a variável x através da inversa de q. 


[Lo 


EXEMPLO 1. Calcule | x? x +1 dx. 
Solução 


| x? yx+1d=? 


p(u) 
, 
x+l=u s x=u-— l; dx = du (9'(u) 


td 
— 


| 
f x? jx +1 dx= Í (u — 1) Ju du = j (u? — 2u +1) u2 du 


7 5 3 
5 3 l > = E 
y > E A u u < u < 
= 2 —2u? 2 = - 2 
ju 2u2 +u2) du 7 23 + 3 +K 
3 2 2 
2 | 7 4 Do us 2 | = 
== (x +1) —— (x +P +2 a+ 1 +k 
p 5 é 
ou seja, 
—— 2 | 4 | z 2 | 
| x? x+1 d= q NG + D’ ==> +1) + 7 va + DP +k. a 
> E 


Observação. A mudança x + 1 = v’, u > 0, também é interessante; veja que 
esta mudança elimina a raiz do integrando. Faça os cálculos adotando esta 
mudança. 


EXEMPLO 2. Calcule | 1— x? dx 


Solução 


f VI -x d=? 


Como 1 — sen? u = cos? u, a mudança x = sen u elimina a raiz do 
integrando. 


AT T` 
x= senu | = SUZ E | dx = cos u du. 
Então, 
[ 9 / 9 
dl— x4 dx= | ,/1— sen“ u cos u di 
y1— x4 dx yl en* u cos u du 
| 9 
= | «q cos“ u cos u du 
| ” á T T 
vcos“u = |cos ul = cos u, pois, u € nea l 
Assim, 


) ) Y l 
f J1- x? dx= f cos? u du = Í (> + — cos 2u | du = 
2 2 


> 


- 


l l | 
= — u + — sen 2u + k = — u + — sen u cos u + k. 
4 2 2 


T T í 
De x= senu, E <y< -> Segue u = arc sen X ecos u = 1 — x2: logo 


| l l | 9 . 
f 1 — x? dx=— arc sen x + — x yl= x“ + k(-1<x=<1). 
9) ») 


- 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, faremos a seguinte 
observação: supondo f integrável em [a, b] e F' = fem [a, b], pelo 1.º 
Teorema Fundamental do Cálculo 


n b 
(A) f (x) dx = F(b)- F(a). 
a 


Observamos que // continua válida se supusermos f integrável em [a, b], 
F contínua em [a, b] e F' = fem Ja, b[ (verifique). m 


l ; 
EXEMPLO 3. Calcule f 4/1- x? ax. 
Ú 


Solução 


l l | ; 

Pelo exemplo anterior, F(wy=— arc senx+— x41- x? é uma 
primitiva de J — x2? em [0, 1 [. Como F é contínua em [0, 1] e 
f(x) = 4/1 — x? integrável neste intervalo, segue da observação acima que 


| | l l o Lg 
| A x? dx=| — arc sen x + — xq1I— x? =—, 
0 2 2 ' 0 4 


- - 


ad | i A r . . . 
Observação. arc senx+ > Al — x? é uma primitiva de 


bo |m 


¿lx? em]-1, 1 [(verifique). Cuidado, arc sen x e (1 — x? não são 
1 y 
deriváveis em 1 e -1. 


1 f 
No próximo exemplo, vamos calcular novamente | a == x? dx 
0 


utilizando a fórmula de mudança de variável na integral definida. m 


| A 
EXEMPLO 4. Calcule | J1- x? dx. 
0 


Solução 


Lo 5 
Í qJl— x* dx=? 
0 


x = sen w dx = cos u du 


x=0 :u=0(sen0=0) 


ql 
x=1 u=— 
2 


TT Y 
sen — = 1 
\ ” J 


- 


Observe que x = g (u) = sen u tem derivada contínua em o — | g (0) = 


To T SE 
sn0=0eg ES = sen — = |. Pelo teorema de mudança de variável na 
integral de Riemann 

T T 
loy > 2 | > > | > 
y1— Xº dx = * a/i— sen^ u COS u du = * «COST U COS Uu du 
| 1 J1 1 ' 1 
0 0 o o o 
logo, 
a = 
| Vl — xº dx = Í 2 [cos ul -cos u du. 
0 0 
T E aid 
Como “ € [ 0, — l, cos u > 0; daí | cos u | = cos u. 
Assim, 
mT T 
lo > > > > (1,1 ) 
vl=x* dx= |“ cos u du= | * | — + — cos 2u | du 
0 0 012 2 
ou seja, 


1 a , 
| a1— x? dx= E u+ E sen 2u | ES = 
0 2 4 4 


Observe que não houve necessidade de se retornar à variável x! 
Observação importante. Na mudança da variável na integral definida 


ab ed 
| f(x) dx = ] fig (u)) g'(u) du 
a 


c 


a mudança x = g (u), u €[c, d] não precisa ser inversível, o que precisa é g' 
ser contínua, g (c) =a e g (d) =b. 


A ocorrência de raiz no integrando 


z 


é algo muito desagradável; se 


perceber uma mudança de variável que a elimine, não vacile. 


EXEMPLO 5. Indique, em cada caso, qual a mudança de variável que 


elimina a raiz do integrando. 


e) Pu — COS x dx 
g) [2x = x? dx 

i) [e +2x+2 dx 
Solução 


a) hi +x? dx=? 


b) IN 1— 4x2 dx 

d) [NB + 4x? 33 + 4x? dx 
pla dx 
h) j 2 + dx —3 dx 


j) uz — x? dx 


Como 1 + tg? O = sec? 0, a mudança x = tg 0 elimina a raiz do integrando. 


b) | 1- 40 de=? 


J1- 4x? = 41- (217. 


A mudança 2x = sen t ou x = 


c) |45- 4x2 — 4x? dx 


l PER f E 
zsent elimina a raiz do integrando. 


sen ź elimina a raiz do integrando. 


Então, 


y Í » X » X 
Il — cos x dx = | .ll- cos* — + sen“ — dx 
y \ 2 2 


y de 


e, portanto, nenhuma mudanca de variável é necessária. 


$) hi —(x-12 dx=? 


x-1=senuoux=1+senu 


resolve o problema. 


Primeiro vamos expressar o radicando como uma soma de quadrados: 


2x- xX = -(x? - 2x) (2 +1) +1 


ou seja, 


2x-x =1-(x-17. 


Assim, 


f [2x — x? dx= hi — (x— 1} ax. 
A mudança x — 1 = sen u resolve o problema. 
h) [= +4x—3 dx=? 
=x? + 4x - 3 = -(x° - 4x + 3) = -(x° - 4x +4] +1 
ou seja, 


=X +A- 3 == (x-2) 


A mudança de variável x — 2 = sen u resolve o problema. 


i) fur +2x+2 dx= hi + (x+1? dx=? 


x+1=tgu 


resolve o problema. 


| > 
E A A E f _1Y Je — 9 
j fa x a= ja [a a dx=? 
X 


l 1l 
—=— sen u 
2 2 


resolve o problema. m 


EXEMPLO 6. Calcule | 1+ x? dx 


Solução 


2 O T 
x = tg u, dx = sec” u du ms 

| 9 | Y 2 2 
hi +xº dx= h sec* u sec” u du = | sec u | sec” u du. 

: T T 

| sec u | = sec u, pois, sec u > 0) ar uy < = | 
assim, 
| 2 3 
y1+ x4 dx= | sec” u du. 


Pelo Exemplo 6 da seção anterior, 


l 
j sec? u du = ps [ sec utg u + ln |sec u +tgul] +k. 


Voltemos à variável x: 


x=tgu; 1+x*=sec* u 


como sec u > 0, sec u = | + x? 


Entáo, 


> 


- 


Pl +x? dx= E: E Rj +x? + In(x+ 41 + x? | + k. 


l; - 
EXEMPLO 7. Calcule | 4x2 dx. 
0 


Solução 


l; 2 
|, yl + x“ dx =? 
0 


x= tg u ; dx = sec? u du 
x=0 ¿u=0 (tg 0 = 0) 
T 
x=1 u=— Z=) 
4 j 4 


l; 2, 
| J1+ x? dx= IR 1 + tg? u sec? u du = 
0 0 
T 


- [3 sec? u du = E utgu + In(sec u+ tgu jk 
0 


2 
2 
assim, 
ly 2 1 f f 
| y 1 + x* dx=— [2 +1In (42 +1)]. 
0 2 


EXEMPLO 8. Calcule a área do círculo de raio r. 


Solução 


A r r5 > 
área =4 | yr“ — x^ dx 
0) 


Temos 


x=rsenu 
x=0 
x=r 


ou seja, 


Portanto, 


Exercícios 12.4 


[ 9 
r | r | r EE 
| qr? — x? dx= rÍ 1 — (2) dx 
0 o | 


P 
dx = r cos u du 


:u=0 


f ) 
y 1 — sen* u r cos u du = 


T 


T 
> fF > 5 l l 
=r? [2 cos? udu=r? [2 [+++ cos 2u | du 
0 0 2 2 


5—— l l 
Nr? — x? dx= r? ut sem 2u | = 
2 + 


r sr 

2 9 9 9 

área = 4 Í e Lo dx = rr“. 
0 


1. Calcule. 


I a x” 
c) Í f dx d) l y dx 
y4 + x* / x4 
X j 
ol qrt p [y3-4x? as 
yl =y 
> 
x2 
o) ra h) fo? y 1— x4 dx 
ql = 
a lx | 2 
i) | : h 4 y2 e J) [y9-a- D* dx 
e V d 
l) [yo — 4x? dx m) per +2x+2 dx 
n) [= “+ 2x +3 de 0) | ——— dx 
x? V 1 + x? 


Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que 4x? + y? < 1. 


e} > 
z . . xo y” 

Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que — + ST =]. 
a“ y 


(a>0eb>0.) 
Calcule. 


a) fa (x + 1 dx b) Ea NE: x-1I dx 


| 2 
c) Í =d d) Í ——F3 dx 
| + x (1+vx)y 


+2 xr — 1 
A RA E 
of (x +15 nj J2x +1 Ñ 


g) [Ni-e ax h) [t+ x dr 
9 
z* +1 
i) | -m dx j) Í ————— dx 
(2x — y? ar To 
l) fa x arc sen x dx m) f xarc tg x? dx 
— arc tg e” 
n) Í arc tg yx dx 0) |] ——— dx 
e 


5. Sejam m en constantes não nulas dadas. Verifique que 


mu +n 
[E au= ma + ue 2) + narctgu + k. 
Ltg“ 2 


6. Com uma conveniente mudança de variável, transforme a integral 


: nu +n 
dada numa do tipo | TE du (m e n constantes) e calcule. 
ur 
x + E 1 
a) [555 b) |= 
9+4. 2 
+ 10 3x —2 
c) Í Cro dx d) e dx 
x2+2x+2 dal 
2x+1 
e) Í ———— dx P | = z dx 
x4 +4x+5 9+ 
7. Calcule a área do conjunto de todos (x, y) tais que x? + 2y< 3 e y > 


x. 


8. Calcule a área do conjunto de todos (x, y) tais que 
x=> VI + y? e2r+y=<2 


9. Indique uma mudança de variável que elimine a raiz do integrando. 


a) yo — x2 dx b) IRE == 9 dx 


c) f? +09 x* +9 dx d) fa 1 — x? dx 
e) IRE — 4x? dx f [42 — 3 dx 

1] , X 
g) fa? +3 dx h) a > dx 

E 2 -3x4 
ya r“ 

. l —— dy . Í —— dx 
24 23x dá (3x? — 2 
D fa yx=1 dx m) Pu +e* dx 

|9 3 į po 
n) h x4 +3x+3 dx 0) Bi + xx dx 


12.5. INTEGRAIS INDEFINIDAS DO TIPO 
¡PA P (x) ] 
(x—0) x= 6) E 


P(x) 
Para calcular Í dx, vamos precisar do seguinte 
(x — a) (x — B) 


teorema. 


Teorema. Sejam a, ff, m e n reais dados, com a % 8. Então existem 
constantes A 


mx+n _ A 


G-di-S5 x-a 


+ + , B 
b) mx ad _ + a 
(Xx — a)” x-Qa (x= a)” 


Demonstração 


y B  (A+B)x-AB-aB 
xa x-8 (x-a) (x-B) ` 


Basta então mostrar que existem A e B tais que 


a) 


[A+ B=m 
EE EN 


Este sistema admite solução única dada por 


am+tn m+n 
A = —— e B = _Bm+n 
a-—B a-p 
xm+n mx — ma matn m(x— a) matn 
b) PRA, EEG E OE, SS, 15 PETT. i 
(x — a)? (x— a) (x— a) [XxX = a)” É dando g) 
Tomando-se, então, A = m e B= ma +n 
mx+n A B 
= = + ——- a 
(x= a)” =g (x— q&a) 


Observe que em cada fração que ocorre no teorema acima o grau do 
numerador é estritamente menor que o grau do denominador. 
Vejamos, agora, como calcular 


P (x 
f OE a. l dx, com a + ß, 
(x — a) (x — B) 


em que P (x) é um polinômio. Se o grau de P for estritamente menor que o 
grau do denominador (grau de P < 2) pelo item (a) do teorema 


P (x) _ A + B 
(x—-a)(x-ßp) x-a =D 


e, assim, 


| — Lo qr=4mix—al+Blnlx— Bl+k 
ad (x — 8) 


Se o grau de P for maior ou igual ao do denominador, precisamos antes 
“extrair os inteiros”. 


P (x) = bi R (x) 
(x — a) (x — B) = a) (x = B) 


em que Q (x) e R (x) são, respectivamente, o quociente e o resto da divisão 
de P (x) por (x — a) (x — P). 

Observe que o grau de R é estritamente menor que o grau do 
denominador. 


Não se esqueça: você só pode aplicar os resultados do teorema anterior 
quando o grau do numerador for estritamente menor que o do denominador. 
Se o grau do numerador for maior ou igual ao do denominador, primeiro 
“extraia os inteiros”. 

x+3 


EXEMPLO 1. Calcule | == A 
XA? ~| JX de 


Solução 


x- 3x +2 = (x- 1) (x- 2). 


O grau do numerador é menor que o do denominador. Pelo item (a) do 
teorema, existem constantes A e B tais que 


> : i 
xº — 3x + 2 x— 1 x —2 


Já sabemos que A e B existem; o problema é calculá-los. Para todo x, 
devemos ter 


x+3=A(x-2)+B(x- 1). 


Fazendo x = 1 


4=A(1-2)ouA=-4, 


Fazendo x = 2 


5=B(2-1)ouB=5. 


Assim, 
, 3 Emo É S 
|= aa- dx= | 4 dx + | > dx=-4Inlx> 11+5lnlx—21+k 
xo e Jx 4 2 x=] 2 
ou seja, 
x+3 
[55 de= 4Inlx- 14 5Inlx— 214 ke » 
x* — 3x + 2 
-2 9 
EXEMPLO 2. Calcule Í =" hu 
xº = 3x + 2 
Solução 


O grau do numerador é igual ao do denominador. Primeiro precisamos 
extrair os inteiros. 


de » A o 

x F0x +2 x? —3x+2 
—x* +3x- 2 i 

3x 
assim, 
y? 3x 
=1+>5 

x* — 3x +2 xº — 3x + 2 


Vamos, agora, determinar A e B tais que 


3x A B 
= + . 
x“ — 3x +2 x— 1 x— 2 


3x=A(x-29)+B(x-— 1). 


Fazendo x = 1, obtemos A = —3. Fazendo x = 2, obtemos B = 6. Assim, 


3x 3 6 
| dx + | dx= —3lnix— 11+6lInlx—21. 
x= 3x +2 


X=] 2 
Portanto, 
x? +2 
[555 de= *—3lnlx— 114 6nlx—21+k E 
x* — 3x + 2 

P(x) , mage 

Para calcular f ay dx, é mais interessante fazer a mudanca de 
X— a)“ 


variável u = x — a do que utilizar o item (b) do teorema. 


x +2 
— dx. 


EXEMPLO 3. Calcule f 
(x — 1)* 


Solução 


u=x-1s8x=u+ 1; dx = du 


x +2 (u+I)+2 
Í — dix = Í — dd 
(x — 1)º us 


3 2 
1? + 3u“ + Iu+ 3 3 3 
= | OO | u+3+—> + |du. 
ur u u4 


Assim, 


x? +2 u? 3 
f DT dx= +3u+3lnlul-Ž+k 
(x= 1) 2 u 


ou 


~ 


x +2 x-1% 
[E as D 431943 1m1x — 1- +k. 
(x — 1)* 2 x-1 
EXEMPLO 4. Calcule f F 
cos X 
Solução 


| cos x cos x 
f dx = | d a= | Da 
cos x cos4 x l — sen* x 


u = sen x; du = cos x dx. 


Então 
l 
Í dx = Í — du 
COS X | — u 
De 
l i =l l 4 l 
1 — u“ 2|1-—u l+u 
resulta 


- 
l — ué 


f , du =} [In 11 — ul+ In 11 + ul] 
2 
e, portanto, 


+ sen x 
l + sen x SE 


l — sen x 


Por outro lado 


l+sen x _ (1+sen xy? 


5 = (sec x + tg xy? 
l— sen x cos” x 
entáo 
l 
f dx = In Isec x + tg xl + k. 
cos x 
Ou seja, 


f sec x dx= ln]| sec x+ tgx |+k. 


Exercícios 12.5 


Calcule. 
l X 
1 Í dx Í dx 
y? — 4 y? —5x+6 
2x+1 
3 Í Es dx f s dx 
x4 — x4 — 
5x? +1 x+3 
a Í dx Í — dx 
x-—1 (x — 1) 
9 ” 
2+3x+1 241 
7 Í : s dx 8 Í 7 dx 
x* — 2x-— 3 (x — 2) 
+3 x +x+1 
Í ia 10. Í MA 
A x xt — x 
3+x+1 2+x+1 
11 Í dx 12. | dx 
x* — 2x +41 x“ — 4x +3 
1 +1 
13 Í e ão 14 Í LR de 
Nº + 5 To + 9 
12 +3 l 
15 Í —— de 16 f E dx 
x“ — 9 x“ =x-2 


12.6. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS COM 
DENOMINADORES DO TIPO (x - a) (x - P) (x - y) 


A demonstração do próximo teorema é deixada para o final da seção. 


Teorema. Sejam q, P, y, m, n, p reais dados com a, B, y distintos 
entre si. Então existem constantes A, B, C tais que 


mx? +nx+ p A B 
— =- 


1) AAA = 
(ml Sly x-a x*=B 


mx? + nx+ p A B 
y y A + 
-—tUilx =p x-a F=b 


Observe que, em cada fração que ocorre no teorema acima, o grau do 
numerador é estritamente menor que o do denominador. 
4 Y +» 
EXEMPLO 1. Calcule Í A a 
x? — x4 = 2x 
Solução 


O grau do numerador é maior que o do denominador. Primeiro devemos 
“extrair os inteiros”. 


x*+0x)+0x2+2x+1 E A T 
=xX4+ x? +2x2 Lr 
x? +2x2+2x+41 

=x? + x2? +2x 


3x2 + 4x +1 


assim, 


Temos 


X—=x=2x=x(x-=x-2)=x(x +1) (x- 2). 


3x2 + 4x +1 A B C 
+ 


x (x + 1) (x — 2) ox x+1 x—2. 


3x? + 4x + 1=A (x + 1) (x— 2) + Bx(x — 2) + Cx(x + 1). 


l 21 
Fazendo x= 0, x = -1 ex = 2, obtemos ASE da 0eC= E 
Assim, E 
| 21 
À +2x+ 2, 6 
[5 és] x+1I-2+-6 |a= 
x — xº — 2x X x—2 
x? l 21 
= — + x — — in Ixl + — Inlx-21+k 
2 2 6 
ou seja, 
x! +2x+1 x? | 21 
[55 u=D nta ln lar 21 k. u 
x — x“ — 2x 2 2 6 
2x +1 
EXEMPLO 2. Calcule | ——"—— dr. 
xr — E = de de] 


Solução 


1 é raiz de x? - x? — x + 1. Então, 


X=x=x+1=(x- 1) (0-1) = (x- 1) (x + 1). 


2x + l 
- á l _ A ii B + C a 
x — x*-—xi>+1 x +1 x-—1 (x — 1)º 


2x+1=A(x-1+B(x+D(x-D)+C(x+ 1). 


3 
Fazendo x = 1, 3 = 2C ou C = a 
| 
Fazendo x = -1,-1=4A ou A = $ 
l 3 l 
Fazendo x = 0,1 = y: — B+ = ou B= —. 


Assim, 
2x + 3 
|ts] a+] l a+ | as 
x —-xº—- x+1 4 x+1 4 x-1 2 (x — 1) 


ou seja, 


2x + 3 
[5 de= Inla+llt Sino n= > +k o 
x? — xº- x+1 4 4 2 (x-1) 


Antes de provar o teorema enunciado no início da seção, vamos mostrar 
que se m, n, p e a são reais dados, então existem reais m,, n, e p, tais que 


mxX+nx+p=m(x-0)+n (x- 0) +p,. 


De fato, fazendo x = (x — q) +a vem 


=m[i«-a)+a/+nl(x—-a)+al+p 
m(x— a) + (2am + n)(x— a) + ma” + na +p 


m x-a) +n (x-a) + pj 


F) 
mx +nx+p 


em que m, = m, n, = 2am + ne p, = ma, + na + p. 
A seguir, faremos a demonstração do teorema mencionado acima. 


a) Pelo que vimos na seção anterior, existem constantes A, e B, tais que 
l l 


| 
(x=a)(x=B)(x=yY) (t=0)(1=5) x=9 


-| A , B | | 
X 


x-a x-B 
A] 


_ < _- _ —. 
(x—a)j(x— y) (x— B)l(x— y) 


Segue que existem constantes A,, B,, A,, B, tais que 


- 


A + Bi E ER EE. BA 
== Y E-DE-=Y4WY -a ; 
Assim, 

Ay Ba + C4 


| 
1-7 =D xy 


(= (x BH y) 


em que A, = A, B, = Az e C, = B, + B,. Temos, agora, 


m (x= a)? +n (x— 0)+ py 


mx? + nx + p o 
(x=)(x=— Dix) 


(x—a)(x— B)(x— y) 
pı 


ni 
+ ë 
(x—&)(x— B)(x- 9) 


my (x— a) 
G-S6-yY lx Big) 


Segue que existem constantes A, B, C (por quê?) tais que 


mx? + nx + p A 4 B £ 
(x-a)(x-B)(x-y) x-a x-B x-y 
| | | 
o DR ER, lr EE SE 
(=0 12D" 1-aHx PB) x=B 


-| Aj m Bi | l A] 4 Bi 
x-a xp 


x-B (x-ao)(x—B) (x- py 

Assim, existem constantes A,, B,, C, tais que 
1 ¿4 B} Q 
=P" x-a 3-5 (x- pr 


Deixamos a seu cargo terminar a demonstracáo deste item. 


Exercícios 12.6 


1. Calcule. 


2x-3 x+1 
a) (= ix b) | == dx 
(=D? x (x — 2) (x + 3) 
A +1 2 
c) ¡== E dx d) Í — dx 
(x + 2) (x — 1) 

Í xr +3 y P [= Xx+3 d 
e — c dx ———— dx 
x) — 2x2 —-x+2 ` 3 Ze? + 4x 

9 
x4 +1 x +3 
pj E a p [E a 
(x — 2) x? — 4x 
4 x? +1 
i) Í — dx i) Í h 
x — x? — 2x J x —x2-2x 
2. a) Determine A, B, C, D tais que 
x-3 A B C D 


—— E + — — 
(x — 1)? (x+ 2)? x-1 (x — 1)? x+2 (x + 2)? 


r=3 
b) Calcule | — di. 
(x — 1)” (x + 2)* 


3. Calcule. 
x+1 2 
ab a pe a 
(x — 1) x (x +2) 


gl | 3 , 
c) Í — dx d) | Y 
x4 (x + 1)* (+ =D) (x =4) 


12.7. PRIMITIVAS DE FUNCOES RACIONAIS CUJOS 
DENOMINADORES APRESENTAM FATORES 
IRREDUTÍVEIS DO 2.º GRAU 


P(x) 


Vamos mostrar, através de exemplos, como calcular f E r 
axe +bx+c 


quando A = b? — 4ac < 0. 


” 5 
EXEMPLO 1. Calcule f AE e 
xº + 2x+2 


Solução 


Primeiro vamos escrever o denominador como soma de quadrados: 


xX +2x+2=(x +2x+1)+1=(x+1ř+1. 


Assim, 


2x+1 2x +1 
EI E A 
x*+2x+2 | + (x + 1)" 


Façamos, agora, a mudança de variável 
u=x+1,du= dx. 


Então, 


2x + 2(u— 1) + — 
f f x +1 dem | AA (u — 1) l +Í A 
x“+2x+2 1+ u? | + u“ 
= In (1 + u®) — arc tgu + k 
ou seja, 
f Art] dx = In (x + 2x + 2) — arc +D+k 
PETET x= In (x 4X 2) arc tg (x ) . EB 
EXEMPLO 2. Calcule f EA 
x2 +4x+13 


Solução 


Como o grau do numerador é igual ao do denominador, primeiro vamos 
extrair os inteiros. 


x2+2x+ 3 x2+4x+13 
=x? — 4x — 13 l 
— 2x — 10 
assim, 
x22+2x+3 2x +10 
(AA, y 0 a 
x*+4x+13 x*+4x+13 
ou 
Í x2+2x+3 aa r- | 2x + 10 
x + 4x +13 x2 +4x+13. 


De x? + 4x + 13 =x? + 4x + 4 + 9= (x+ 2) + 32, segue 


f 2x + 10 =| AS 2x + 10 
+ ax +13 (x +2)? + 32 


Fazendo x + 2 = 3u, dx = 3du, 


f 2x+10 Ix j 2 (3u — 2) + 10 
a / —— a 
xº + 4x + 13 Qué +9 


2u 2 
= Í - du + Í < du 
u^ +1 u“ + 1 


ou seja, 
2x + 10 . 
f —~ dx=In(l + u?) + 2 arc tgu +k. 
x* + 4x +13 

Assim, 

x2+2x+3 x? + 4x +13 x+ 2) 
Hd 0 n E TOS — 2 ag | Jer E 

x“ + 4x + 13 Lo 3 


Vejamos, agora, como calcular integrais indefinidas do tipo 


P(x) 
(— LO a 
(x — a) (ax* + bx + c) 


em que P é um polinômio A = b? — 4ac < 0. 
Para tal, vamos precisar do 


Teorema. Sejam m, n, p, a, b, c e a números reais dados tais que A = 
b? — 4ac < 0. Então existem constantes A, B, D tais que 


mx? + nx+ p A + Bx + D 
(x — a) (ax? + bx + c) x-a ax? +bx+c 


Demonstração 


A Bx+D  _ (aA+ B) x? + (bA — aB + D) x + (cA — aD) 


xa ax +bx+c (x— a) (ax) + bx + c) 


Basta, então, mostrar que existem 4, B, D tais que 


[aA + B =m 
<bA—aB+D=n 
(cA — aD = p. 


O determinante do sistema é 


a l 0 
b —a 1Il|l=aa?+ba+c+o, 
c 0 —a 


ax? + bx + c não admite raiz real. O sistema acima admite, então, uma única 
solução. m 


EXEMPLO 3. Calcule Í AAA 


Solução 


O grau do numerador é maior que o do denominador; vamos então 
extrair os inteiros: 


x5 + 0x4 + 0x? +0x2 + x+1 x3—8 
—y> + 8x2 x2 
8x2 + x+1 
vw +x+1 » 8x2 +x+1 
a = x“ + SERE SO 
x — 8 x — 8 


Assim, 


dx = — dx 


x +x+41 x? 8x2 +x+1 
e en dade a r * 
x> — 8 3 x? — 8 


Pelo teorema existem A, B, C tais que 


Ex prio em Bx + C 


x? -8 x-2 x2+2x+4 


8x +x+1=A(x +2x+4)+(Bx+C) (x-2). 


3 


2. 


12 


Fazendo x = 2, 35 = 12A ou A = 


Fazendo x = 0, 1 = 4A - 2C ou C = — 
61 
Fazendo x= 1,10=7A-B-CouB= E 


Assim, 
61 16 
a —x + — 
+x+ 35 a 
f La dx = — dx +j 2 3 3 dx 

x?— 8 123 x-2 xt + 2x + 4 

35 lx + 6º 
=> Inlx-21+ >Í a 

12 12 3 x4+2x+4 


Precisamos, agora, calcular 


Í 6lx + 64 
12+2x+4 


Temos 


f 61x + 64 = [ AA 61x + 64 CS 


a" Ana" u? +3 


=61 | 5 m 3) = z du 
u2 + 
61 u 
= ln (u? ERR arc tg —— 
2 3 3 
61 3 x +1 
= In (0 + 2x4 4)+ — arc tg 
3 4/2 
Conclusão 
das 
x +x+ 
| EH a= 
xx — 8 
x? 35 2 /3 rx 
=" 4 PR Tp ETA arc tg 2 LFE 
3 12 24 12 v3 


Exercícios 12.7 


Calcule. 
4x4 +17x +13 x+2 
LÍ A 2. | z " 3 dx 
(x — 1) (x? + 6x + 10) x? + 2x4 + 5x 
4x +1 4x +1 
ray di 4. | A 
2 +6x+12 x“+6x +8 
” 
3x2 + 5x +4 2x2 +4 
s.j — A dx 6. Í > dx 
+ 1243 = = 
ais + 6x +1 4 +2x2 —8x +4 
A res ae dx s. | dx 
24 1-3 x? —8 


12.8. INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E COSSENO 


Nesta seção serão utilizadas as fórmulas a seguir, cuja verificação 
deixamos a seu cargo. 


sen a cos b = [sen(a + b) + sen(a — b)] 


cos a cos b = [cos(a + b) + cos(a — b)] 


sen a sen b =- [cos(a — b) — cos(a + b)] 


EXEMPLO 1. Calcule f PS 


Solução 


Pela primeira fórmula acima (a = 3x e b = 2x), 


| | - 
sen 3x cos 2x = — [sení 3x + 2x)+ sen(3x — 2x)]= > (sen $x + sen x). 


- pa 


Daí 


l 
—cos x +k. E 
2 


[sen 3x cos 2xdx => [(sen 5x + sen x)dx = -cos 5x — 
EXEMPLO 2. Calcule l] cos? xdx. 


Solução 


cos? x = cos x cos x. Pela segunda fórmula acima (a = x e b = x), 


cos 2x Te: 


to | — 


| | 
cos? x = [cos(x + x) + cos(x — x)|] = (cos 2x + cos 0)= 


Daí, 

» l l l xX 

fcos? xdx = f —cos 2x + — | dx = — sen 2x +— + k. 
2 2 4 2 
EXEMPLO 3. Calcule f sen 3x sen 5x dx. 
Solução 
l | | l 
sen 3x sen 5x = lcos( 3x — 53x) — cos(3x + 5x)] = lcos(— 2x)— cos 8x]. 


- pm 


Como cos(-2x) = cos 2x, pois o cosseno é função par, resulta 


l sen2x  sen8x 
fsen 3x sen 5x dx= > ficos 2x— cos 8x]dx = — — +k. 
2 4 16 
EXEMPLO 4. Calcule f sen? xdx. 
Solução 
De 
l | cos2x 
sen xsenx=—[cos(x— x)— cos(x + x))=— — 
2 2 2 
segue 
3 senx senxcos2x  senx sen 3x + sen(—x) 
sen"'x=——— — LMM. 
2 2 2 4 


Como o seno é função ímpar, sen(-x) = —sen x, e, portanto, 


7 3senx  sen3x 
sen? x= e 
4 + 


Logo, 


— 3 COS x cos 3x 
[sen ==" ua k. 1 
4 12 
T 
EXEMPLO 5. Calcule Í cosnx cos mxdx, cos nx cos mxdx, sendo m e n 
—X 


naturais náo nulos. 


Solução 


| | | 
COS NX COS MX = > [eos( n+ m)x + cosín — m)x]. 


- 


1.º CASO: n=m 


a Lp | [ sen 2nx pe 
Í cos nx cos mxdx = T Í [cos 2nx +1] dx = q + x =7. 
2 dm 
o —A 


=n 2 2n 
2.º CASO:n ź m 
T 
x l|senín+m)x , sen(n— m)x 
cos nx cos mxdx = —| —————— = + —— =0. 
=r 2 n+m n—m E” 
Conclusão: 
T ds 
T sen=m 
f cos AX COS mxdx Jn £ ú E 
e ]0 senám 


Exercícios 12.8 


|. Calcule. 


w 
. 


” ” 


a) | sen 7x cos 2xdx b) | sen 3x sen Sxdx 


cos 2x cos xdx d) | cos x sen 2xdx 


sen x sen 2x sen 3xdx g) | cos x cos 2x cos 3xdx 


P 


e) | sen nx cos mxdx, sendo m e n naturais não nulos. 


e7 


Calcule | sen nx cos mxdx, sendo m e n naturais não nulos. 


=x 


ex 


Calcule | sen nx sen mxdx, sendo m e n naturais não nulos. 


=N 


12.9. INTEGRAIS DE POTÊNCIAS DE SENO E COSSENO. 
FÓRMULAS DE RECORRÊNCIA 


Inicialmente, vamos recordar as fórmulas 


co 


s2x >» | cos2x 
2 24 


~ 2 o P] f, 
[Se n for ímpar, faça u = cos x e sen^ x= l -— cos“ x 
l cos2x 


[sem xdx = 24. f . > 
[Se n for par, faça sen^ x = — 


e) 2 


— — 


y ” y f 9 
[Se n for ímpar, faça u = sen xecos* x=1—sen* x 


cos” xdx = ?- - i > 1, cos2x 
| | Se n for par, faça cos? x=— += 


2 


EXEMPLO 1. Calcule Í cos? xdx. 
Solução 


, 
Í cos? xdx = feos “ x cos xdx. 
+ 


du 


Fazendo u = sen x e, portanto, du = cos xdx, resulta 
3 l 2 | 2 u? 
feos: xdx = tt — sen? x)cos xdx = fi — ué )du=u— Ei k. 


Logo, 
3 
sen” x 
+k. a 


feos? xdx = sen x — 


EXEMPLO 2. Calcule f sen? 3x dx. 
Solução 
[sem 3x dx = | sen? 3x sen 3xdx. 


A mudança de variável u = cos 3x implica du = -3 sen 3xdx. Temos, então, 


-— 1 | y? | —cos3x cos? 3x 


<=] Í sh 
[sen 3x dx = = ti — u* \du = — 
EA l 3 9 


EXEMPLO 3. Calcule f te 


i 
2 cos 2x Y a 
[sent xdx = (sen? x) dx = j+- na | dx = a fi — 2 cos 2x + cos” 2x)dx. 


» l cos 4x 
De cos? cost 2x = z + A resulta 


i l 3 cos4x' 1 / 3x sen 4x ` 
[ sen? xdx = — j(= — 2 cos2x + T jar = Al — — sen 2x + | +k. 
4 2 2 41 2 8 
Portanto, 
3x sen2x , sen4x 
[sent xdx = — — + +k. E 
4 32 


Para o cálculo das integrais sen! xdx e cos” xdx, comn = 5, 


recomendamos utilizar as fórmulas de recorrência que serão estabelecidas 
no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4. Seja n um número natural, com n > 2. Mostre que 


l n—] _> 
a) | sen” xdx=— — sen”! x cos x+ sen” 2 xdx. 
n n 
l n—1 _»” 
b) | cos” xdx=— cos”! x sen x+ feos" * xdx. 
n n 


Solução 


a) Vamos integrar por partes. 


= == — D 
fsen” xdx = [sem l xsenxdx=-— sen”! xcos x — fo — l)sen"” 4 x cos x(—cos x)dx 
o ie 
daí tj g 


[sem xdx ==sen""! xcosx +(n— 1) f sen” x(1—sen? x) dx 
ou seja, 
[sem xdx ==—sen""! xcosx+(n—1 | senr=2 xdx — (n — 1) f sen” xdx. 
Passando para o primeiro membro o último termo e somando, obtemos 
n [sem xdx ==—sen""! x cos x+(n— 1) | sent? xdx 


e, portanto, 


l n— l > 
| sen” xdx=——sen""! x cos x + sen” xdx. 
n n 


b) Deixamos a cargo do leitor. E 


EXEMPLO 5. Calcule f de 


Solução 


Pela fórmula de recorrência, temos 


4 
ES xdx=— cos? x sen x +— ES xdx, 
> 


a 
5 


E 
X de 
cos? x sen x + E feos xdx. 


: 4 > 
ES xdx = cos? x sen x + Ci x sen x +— sen x + k. E 


- - 


Vejamos, agora, como calcular integrais de produtos de potências de 
seno e cosseno. Sejam m e n números naturais. 


| sen” x cos” xdx = 7 


Se n for ímpar, faça u = cos x. 

Se m for ímpar, faça u = sen x. 

Se m e n forem pares não nulos, faça sen? x = 1 — cos? x 

ou cos? x = 1 — sen? x e utilize as fórmulas de recorrência acima. 
a , | » |  cos2x 

Ou então, faça sen* x= A IS 


EXEMPLO 6. Calcule Í sen? 3x cos? 3 xdx. 


Solução 


Inicialmente, vamos fazer a mudança de variável z = 3x e, portanto, 
dz 


dx = 


m 


Segue que 


| 
sen? 3x cos? 3 xdx = A Í sen? z cos? zdz. 


Vamos, então, ao cálculo de fosen? z cos? zdz. Como ambos os expoentes 


são ímpares, podemos escolher a mudança de variável u = cos z ou u = sen 
z. Vamos escolher a segunda. 


3 a o] 
sen? z cos“ z cos zdz 
1 
au 


Escolhendo u = sen z, du = cos zdz. Lembrando que cos” z = 1 — sen? z, vem 


4 6 centy 6, 
, u u sen" z sen? z 
[sem z cos? zdz = fea- u)du=——-— =D" Lt 0 +. 
4 6 4 6 
Portanto, 
1| sen? 3x senf 3x 
[ sen? 3x cos? 3xdx=—|—>——— === + kK. a 
3 4 6 


EXEMPLO 7. Calcule | sen? x cos? xdx. 


Solução 


1.º PROCESSO 


> , l cos2x | 1 cos 2x 
[sen x cos? xdx = (+ — costa | + ——— (dx 
2 2 2 2 


daí 


» l » l l cos 4x 
sen? x cos“ xdx = zje- cos” md == f+- il Jas 
4 4 2 2 


- 


e, portanto, 


» » lfíx sen4x 
sen* x cos* xdx = —| — — 
2 8 


Jer. 


2.º PROCESSO 


l 
Lembrando que sen 2x = 2 sen x cos x e, portanto, sen x cos x = > sen 2x, 


temos 


fsen? xcos? xdx=— | sen? 2xax= 4 |( 5- ai jas =[5 sen 4x |+ k. 
4 4 2 2 3 412 8 


3.º PROCESSO 


Fazendo sen? x = 1 — cos? x, vem 
9 ” 9 
[sen xcosé xdx = ES xdx — fcos* xdx. 


Pela fórmula de recorréncia, 


> cos x sen x l sen2x x 
f cos? xdx = ———— + — fax = +> 
2 2 4 2 


3 
cos? xsenx , 3sen2x 3x 
AA Y AA 
4 16 


l 3 
[cost xdx = 4 cos? xsen x + 1 fcos? xdx = 


Subtraindo membro a membro as duas últimas igualdades, resulta 


3 
» > sen2x cos” xsenx x 
[sen x cost x dx = ——— >>> +>D+k. E 
16 4 8 


EXEMPLO 8. Calcule f cos? 7x sen xdx. 
Solução 


Aqui a melhor alternativa é proceder como na seção anterior. Temos 


fos? 7x sen xdx = + fi l| + cos 14 x)sen xdx = + [sen xdx + — [sen xcos l4xdx. 


l l - 
De sen x cos 14x = 5 [sen 15x + sen(—13x)]= 5 (sen 15x — sen 13x), segue 
—cosx  coslóx | cosl3x 
fcos? 7x sen xdx = —— — ————— + ———— + k. E 
2 60 52 
Exercícios 12.9 
1. Calcule. 
a) f cos? Sxdx b) [sen x cos* xdx 
RN A Ay Mr, E T 
c) | cos x sen” xdx d) | sen 2x cos“ 2xdx 
e) [sen x cost xdx f feos? 2x sen? 2xdx 
9 P] 9 
8) [ sen? 2x cos? 3xdx h) feos x cos” 4xdx 


2. Seja f (x) uma função contínua. 
a) Mostre que a mudança de variável u = sen x transforma a integral 
Fr sen x)cos xdx em Í fu)du. 


b) Mostre que a mudança de variável u = cos x transforma 
Í fícos x) sen xdx em -Í fdu. 


3. Utilizando o Exercício 2, calcule. 


a) [cos x 5] sen x dx b) feos? x(1+ „sen x | dx 
sen x sen? x 
) | - a dx d) Í - — dx 
cos” x cos x 
IJ. aia 
cos” x cos x 
e) Í a— dx f [= dx 
sen” x l+ sen^ x 


12.10. INTEGRAIS DE POTÊNCIAS DE TANGENTE E 
SECANTE. FÓRMULAS DE RECORRÊNCIA 


Inicialmente vamos relembrar as seguintes fórmulas: 


Para o cálculo 


l | sec xdx=In|secx+tg x|k 


2. ftg xdx = — Infcos x|+ k 


3. | sec?xax= tg x+k 


4. | tg?xdx= | (sec? x—l)dx=tgx—x+k 


> ton+ly 
5. fie” xsec4xdx == +k(n#—1) 
n+1 


santt] 


E 


+k(n +—1) 


6. | sec” xsec xtg xdx= 


de integrais de potências de tangente e de secante, com 


expoente natural n, n > 2, utilizam-se as seguintes fórmulas de recorrência: 


n—1 x 


t . 
l. fie” xdx = == = Í tg"—2 xdx (Exemplo 3) 
n— 


—? 
sec” 4 xtgx n—2 
Es ps. 


2. sec” xdx = [ sec"? xdx (Exemplo 7) 


n—1 n—1 


EXEMPLO 1. Calcule f tg? xdx. 


Solução 
1.º PROCESSO 


he xdx = fie x(sec? x—1)dx = fie x sec? xdx — fie xdx 


portanto, 


> 


tg” x 
fis? xdx = => + In 


cos x| + k. 
2.º PROCESSO 


E 
sen^ x sen x 
fi g? xdx = [= dx. 
cos” x 


Fazendo u = cos x e, portanto, du = —sen xdx, vem 


fig xdx = -| l E =- f(u == )du= A +Inju|+k. 
us u 2u* 


Portanto, 


> 


x 
+ In 


cos x| + k. 


sec 
he xdx = = 


2 ») 
S m da X F Xx 
(Observe que L “ difere de E. i por uma constante!) m 


-— - 


EXEMPLO 2. Calcule | tg? xdx. 


Solução 
he! xdx = he? x(sec? x— 1 )dx= | tg? xsec? xdx — fie xdx. 


Segue do formulário acima 


e 
tg? x 
fie! xdx = E = (100 = x)+ k. a 


- 


No próximo exemplo, estabeleceremos a fórmula de recorrência para o 
cálculo de integrais de potências de tangente. 


EXEMPLO 3. Sendo n um número natural, n > 2, mostre que 


tg] X E 
fie” xdx = Perg — fie” 2 xdx. 
n- 


Solução 
fie” xdx = j x(sec? x— 1 dx= | tg"? xsec? xdx =j xdx. 


Portanto, 


n—l 

X e 

fie” xdx = po, — fie” 2 xdx. " 
n— 


EXEMPLO 4. Calcule f tg5 xdx. 
Solução 


Pela fórmula de recorrência, 


4. 4, La 
te "x tg "x ta” x 
tg) xdx = EO — te) xdx = *- 2= + fie xdx. 


Portanto, 
5 tg? x X ' 
fiss xdx = =— — E — nos x|+ k. 
4 2 
EXEMPLO 5. Calcule Í secó xtg? xdx. 


Solução 


1.º PROCESSO 
Vamos utilizar a fórmula 6 do formulário dado no início da seção. Temos 


5 3 2 
[sec xtg’ xdx = | sect x(sec? x — l)sec x tg xdx. 
Daí, 
5 3 
[sec x tg” xdx= | sec? x sec x tg xdx — | sect xsec x tg xdx 


e, portanto, pela fórmula mencionada, resulta 


[sec xtg? xdx= A al 
7 
2.” PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x e Cos x.) 


9 
sen” x 
sec? xtg? xdx = | —— sen xdx. 
COS” x 


Fazendo u = cos x e, portanto, du =-sen xdx, resulta 


[sec 


e, portanto, 


A 


3 xdx= [= E u=- ur 8 du+ [uz du= + 
Tu Su? 


EXEMPLO 6. Calcule f sec x tg? xdx. 


Solução 
|sec xtg? x dx = [sec x (sec? x—1)dx= [sec xdx— [sec xdx. 
Para o cálculo de [ sec? xdx, vamos utilizar integração por partes. Temos 


3 
sec 3 xdx = sec x sec“ xdx = sec x tg x— [sec x tg x tg xdx. 
8 


Segue que 
[sec xdx = sec x tg x— [sec x(sec? x— I)dx = sec x tg x — [ses xdx + Í sec xdx. 
Temos, então, 
2) sec? xdx = sec x t gx+ Í sec xdx 
e, portanto, 


sec xtgx | In|sec x + tg x] 
sp 


Í sec? xdx = 


Conclusão: 


_secxtgx _ In|sec x+ tg x| Ñ 
2 


p 
fsec x tg? xdx k. E 


No próximo exemplo será estabelecida a fórmula de recorrência para o 
cálculo de integrais de potências de secantes. 


EXEMPLO 7. Sendo n um número natural, n > 2, mostre que 


, 
sec! “ xtex n-—2 
A 


— ) 
sec! xdx = | sec" “ xdx. 


= e] 
Solução 


Vamos proceder exatamente como no cálculo da integral de sec? x 
efetuado no Exemplo 6. Temos 


=, > ams | — 
| sec" xdx = | sec” £ xsec* xdx=sec""“ xtg x— fu — 2)sec"=3 x sec x tg x tg xdx 
AAA áÁ A AAÁKÁKÁ — 
f ES 


daí 
[ sec” xdx=sec""? x-tgx— (n— 2) f sec"? x(sec? x — 1)dx 
e, portanto, 
| sec” xdx = sec"? xtgx—(n— 2)| sec" xdx + (n — Df sec”? xdx. 
Segue que 
(n—1 jf sec” xdx = sec”? xtg x + (n— 2) sect? xdx. 


Logo, 


n sec!-2 xtgx  n-2 si 
sec” xdx = ——————= + sec!” xdx. E 
n-i n-i 


Para finalizar a seção, sugerimos a seguir como proceder no cálculo de 
produto de potências de tangente e secante. 


| sec" x tg” xdx =? 


Se m for ímpar, proceda como no Exemplo 5. 

Se m for par, expresse o integrando em poténcias de sec x, como no 
Exemplo 6, e utilize a fórmula de recorréncia para o cálculo de 
integrais de poténcias de sec x. 


Exercícios 12.10 


1. Calcule. 


5 P] 
a) fiss x sec” xdx 


c) fe 2x sec 2xdx 


e) fi g x3/sec x dx 


8) [sect xdx 


i) Í tó xdx 


b) fis? x sec? xdx 


d) fie? 3xdx 


5 
a pa 
P | a dx 


sec 


h) [secs 3x tg 3xdx 


J) E xdx 


Verifique que 
a) foot xdx = Injsen x) + k b) f cosec xdx =—ln|cosec x + cot g x| 


c) f cosec? xdx = —cotg x + k d) fcorg? xdx = —cotg x — x + k 


cotg”tl x 
e) |cotg” x cosec? xdx == +kn%*-1 
n+l 
. E cosec!+ y 
f | cosec x cosec x cotg xdx = — +knf-—l 
n+l 
—? , 
x cosec”™ 4 xcotgx n—2 n-2 
2) | cosec"xdx =— — a + i cosec™ ^ xdx,n=2 
n= n— 


Ls 
r 9 


cotg"”* x _ 
— f co1g"=2 xáx,n>2 


h) fco e” xdx = — 
n—1 


3. Calcule. 
l cos? x 
a) —=3— dx c) 4 dx 
sen” x sen” x 
9 
cost x 
b) l dx 
sen” x 


12.11. A MUDANÇA DE VARIÁVEL y = tg 5 


A mudança de variável u=tg é recomendável sempre que o 


to | = 


integrando for da forma Q (sen x, cos x), em que Q (u, v) é um quociente 
entre dois polinômios nas variáveis u e v. Se o integrando for da forma Q 
QX 


(sen ax, COS ox), œ constante, sugere-se a mudança u = tg 


Antes de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades 
trigonométricas importantes. 


Assim, 


Por outro lado, 


9 
cos x = 1 — 2 sen^ 


ou seja, 
a X 
COS x = x e 
9 a 


Observe que 


2 to LA |— tg? 2% 
o » = 9 
sen a ax “COS AX = OX 
I+Htg? = l+Htg 5 
EXEMPLO 1. Calcule f dx. 
cos xX 
Solução 
1 | + tg? > 
Í dx= | - dx. 
cos x mea 2 
l — tg > 
1 = tg du = [+ 2 2 dx 
E E 
Assim, 


+u? 2d 2 
Í l a= | - ido | du 
COS x l— ul 1+u 1 — u“ 


Como 


~ 
to | =|to|= 


2 o l 1 
iia  1l-u 1+u 


resulta 
! l+ u 
f dx=-—Inll-ul+Inll+ul+k=In + k. 
cos x ço 
Assim, 
X 
f dx = In £| + k 
cos x LX 
| — tg A 
Por outro lado, 
i 2 
1+ aa z [cost + sent] 
te cos sen = > > a 
X e a de O AP sec x+tgx. 
l—tg=  cos——sen— cos" — — sen? — cos x 


Portanto, 
l 
f dx = In| sec x + tgxl +k. 
cos X 
EXEMPLO 2. Calcule | E E 
l — cos x + sen x 


Solução 


l l 
|- dx =Í - — dx 
l — cos x + sen x 1- tg? > 2tg 2 
1— e = 
As a d 
X 
=Í E = y Ax. 
» E x 
A dad 
Fazendo a mudança de variável 
I=tgŽ dal ez dx 
a Ae 
l 1 1 + u? 2 du l 
E E  a 
l — cos x + sen x 2 uu +u l+ u“ u (u+ 1) 
Como 
l bo 4 
u (u +1) u u+ il 
resulta 
l 
dx = In + k 
l — cos x + sen x 
ou seja, 
tg À 
l D 
| === ih SEN + k. 
l — cos x + sen x I+ tg Ž 


Como 


x x X x 
tg — sen — sen — cos — 
2 = 2 — 2 2 
x X x X X x 
lI+tg= cos—+sen—  cos* — + sen — cos — 
2 2 2 2 2 2 
| 
— sen x 
= 2 o sen x 
CE AS O area 
2Z+=cosx+=senx Itcosx+senx 
2 2 2 
resulta 
l sen x 
— dx = In |— jl +t k. 
l — cos x + sen x l + cos x + sen x 
Exercícios 12.11 
Calcule. 
cos xX l 
l. | ———— dx 2. | — dx 
4 — sen“ x sen x + cos x 
sen 2x 2 te x 
3. | ———— dx 4. Í E La dx 
l+c0s x 2+3 cos x 


| | 
5. Í —— d 6. Í e dx 
43 cos x — sen x 2 + sen x 
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MAIS ALGUMAS APLICAÇÕES DA 
INTEGRAL. COORDENADAS POLARES 


13.1. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, 
EM TORNO DO EIXO x, DE UM CONJUNTO A 


Seja f contínua em [a, b], com f (x) > O em [a, b]; seja B o conjunto 
obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado 
pelas retas x = a e x = b, pelo eixo x e pelo gráfico de y = f (x). Estamos 
interessados em definir o volume V de B. 


SejaP:d=X,<X,<X,<...<X,_¡ <X, <... < X, = b uma partição de [a, b] 
e, respectivamente, 7;e c; pontos de mínimo e de máximo de fem [x,.,, x). 
Na figura da página anterior, 7; = x;— ¡e c; = x; Temos: 

— ad q d = 
m [ftc;)]” Ax, = volume do cilindro de altura Ax, e base de raio fc;) 
(cilindro de “dentro”) 


mA e N? Ax, = volume do cilindro de altura Ax, e base de raio f(c;) 
(cilindro de “fora”. 


Uma boa definicáo para o volume de V deverá implicar 


n 


n 
Y, TISE Ax; = volume < Y, TLf(c¡)P ax; 


i=] i=] 


para toda partição P de [a, b]. Para máx Ax, > 0, as somas de Riemann que 


b 
comparecem nas desigualdades tendem a | nif) dx: nada mais natural, 
a 


então, do que definir o volume V de B por 


b a 
=n | [FÈ dx 
a 


ou 


b, 
V= 7] y? dx,em que y= f(x) 
a 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno 
do eixo x, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que x? + y? < r?, y >0 (r > 
0). 


Solução 


x +y <r,y>0, é um semicírculo de raio r. Pela rotação deste 
semicírculo em torno do eixo x, obtemos uma esfera de raio r. Temos: 


Segue que o volume pedido é 


> 


r X » rj » > | da 
volume = 7t y? dx =27 ly po x“ ) dx 
—r 01 / 


E 
= 2x | (r? — x? ) dx 
0 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno 


: ; . l 
do eixo x, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que — = y= x, 1 <x<2. 
X 


Solução 


O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo 
x, do conjunto hachurado. O volume V pedido é igual a V, — V, em que V, e 
V, são, respectivamente, os volumes obtidos pela rotação, em torno do eixo 
x, dos conjuntos A, e A, hachurados. 


f | 

- 177 
V =r Í x? dx= — 
| 3 


Deste modo, o volume V pedido é: V = + — A = = 


O próximo exemplo é um caso particular do teorema de Papus (Papus de 
Alexandria, IV século d.C.) para volume de sólido obtido pela rotação, em 
torno de um eixo, de uma figura plana que não intercepta o eixo. Tal 
teorema nos diz que, sob determinadas condições, o volume do sólido 
obtido pela rotação, em torno de um eixo, de uma figura plana que não 
intercepta tal eixo é igual ao produto da área da figura pelo 


comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo baricentro (ou 
centro de massa) da figura. (Veja Exercício 3, Seção 13.9.) 


EXEMPLO 3. Considere um retângulo situado no semiplano y > 0 e com 
um lado paralelo ao eixo x. Seja P a interseção das diagonais. Mostre que o 
volume do sólido obtido pela rotação em torno do eixo x é igual ao produto 
da área do retângulo pelo comprimento da circunferência gerada, na 
rotação, pelo ponto P. 


Solução 


Consideremos o retângulo 


O volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, deste retângulo 


e 


b a b 
V=x Í E nÍ ara 
( a 


1 


ou seja, 


V=a(d-cb-a) 
e, portanto, 


d+c 


V=2x (d—cXb—a) 


9 


d+c. : ê dies 
em que 27 — — é o comprimento da circunferência gerada pelo ponto P e 


(d — c)(b — a) é a área do retângulo. (Observe que o resultado expresso 
neste exemplo continua válido se as expressões “semiplano y > 0” e “em 
torno do eixo x” forem substituídas, respectivamente, por “semiplano x > 0” 
e “em torno do eixo y”.) m 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2.” Teorema Fundamental do 
Cálculo (ou simplesmente Teorema Fundamental do Cálculo) cuja prova é 
deixada para o Vol. 2. Seja g uma função contínua em um intervalo Te a 


xX 
um ponto de 1, a fixo. Assim, para cada x em 1, | g(x)dx existe. Podemos 
a 


Xx 
então considerar a função que a cada x em I associa o número | g(x)dx. 
a 


X 
Pois bem, o 2.” Teorema Fundamental do Cálculo nos diz que Í g(x)dx é 
a 


uma primitiva de g(x) em I. Vejamos como podemos nos convencer desse 

fato. Conforme veremos no Vol. 2, sendo g contínua em I, existirá G tal 

que, para todo x em I, G'(x) = g(x). Pelo 1.º Teorema Fundamental do 
E 


Cálculo, f g(x)dx = G(x)— G(a), daí, e lembrando que G(a) é constante, 
a 


resulta, para todo x em 1, 
qd A r A Ê 
=| g(x)dx = Sg x)— G(a)|= g(x) 
dx Ja dx 


e, portanto, 


d Xx 
<f g(x)dx= g(x). 
dx Ja 


Agora, podemos prosseguir. 
Seja f (x) > 0 e contínua em [a, b]; para cada x em [a, b], 
aX ” 
V(x)=x ] [FON]? dx 
a 


é o volume do sólido obtido pela rotacáo, em torno do eixo x, do conjunto 
hachurado. 


0 a x x+ dx x 


Sendo f contínua em [a, b], 71 [f (x)] também será contínua neste intervalo. 
Daí, pelo 2.° Teorema Fundamental do Cálculo, 


V dọ > 
E| mif de= rif. 
dx dx'a 


Assim, dV = n [f (x)? dx, ou seja 7 [f (x)] dx nada mais é do que a 
diferencial do volume V(x). Observe que a diferencial dV = rlf (x)] dx é o 
volume do cilindro gerado, na rotação em torno do eixo x, pelo retângulo de 
base dx e altura f (x); dV é um valor aproximado para a variação AV em V 
correspondente à variação dx em x. Então, o volume do sólido de revolução, 
em torno do eixo x, do conjunto ((x, yla < x < b, O < y < f(x) é obtido 
calculandose a integral da diferencial do volume para x variando de a a b. 


Exercícios 13.1 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo 
x, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que 


a)l<x<3e0<y<x. 


| 
bD)-<y<2e0<y=< 
2 © - 


c)lSx=4e0=<y=<yx. 
d) 2x?+y?<1ey>0. 


e)y20,1<x<2ex -y 21. 


13.2. 


f) 0=x=le Vx < y<3. 
g) X <y <x. 
h)0<y<xex +y <2. 
Dyzxex+y<o. 

j I<x2+y<4ey>0. 


D) la y<lel<x<2 
x 


mx + (y - 2) <1. 
(Teorema de Papus para a elipse.) Considere o conjunto A de todos 


os pontos (x, y) tais que 


E H 
(x— a)" (y— BJ 


y — Sl] (a>0eb>0) 
a? b4 


e situado no semiplano y > 0. Mostre que o volume do sólido obtido 
pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto A é igual ao produto 
da área da elipse pelo comprimento da circunferência gerada, na 
rotação, pelo centro (a, B) desta elipse. 


Considere um triângulo isósceles situado no semiplano y > 0 e com 
base paralela ao eixo x. Mostre que o volume do sólido obtido pela 
rotação deste triângulo, em torno do eixo x, é igual ao produto da 
área deste triângulo pelo comprimento da circunferência gerada, na 
rotação, pelo baricentro do triângulo. 


VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, 
EM TORNO DO EIXO y, DE UM CONJUNTO A 


Suponha f (x) > 0 e contínua em [a, b], com a > 0. Seja A o conjunto do 
plano de todos os pares (x, y) tais que a < x < b e 0 < y < f (x). Seja Bo 
conjunto obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto A. Nosso 
objetivo, a seguir, é mostrar que é razoável tomar para volume de B o 
número 


b 
(1) V= 27) x f(x)dx 
a 


ou 


b 
V= 2r Í xydx, em que y= f(x) 
í 


Seja P:a AS SX <... < X, 


1 


_¡<X¡<... < X, = b uma partição de [a, b] 
e seja c; o ponto médio de [x, _,, x]. 


e 


+ Y 


Seja R, o retângulo x,_, < x < x; e 0 < y < f(c,). Pelo teorema de Papus para 
retângulo, o volume do sólido gerado pela rotação do retângulo R,, em torno 
do eixo y, é 


ty 
1 


-~ 


rci fici) Ax; (Confira.) 


Deste modo, a soma de Riemann 


n 
> 27 ci f(ci)Ax; 


i=l 


é um valor aproximado para o volume do sólido obtido pela rotação, em 
torno do eixo y, do conjunto A. Por outro lado, pelo fato de f ser contínua, 
tem-se 


n b 
lim > 27 c; f(c;¡) Ax, = 27 Í x f(x)dx 
máx Ax; > 0 4 a 
i =1 
Logo, é razoável tomar ® para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta 
nossa atitude é correta. (Para uma prova de ®, num caso particular, veja 


Exercício 3 desta seção.) 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno 
do eixo y, do conjunto de todos (x, y) tais que 


O<x<le0<y<x-—x, 
Solução 


V= 27) x(x— x) dx= m E 
0 15 


P 
Já sabemos que dV = 27 xf(x)dx é a diferencial de V(x) = 27 | xf (x)dx. 
a 


Agora, observe que f (x)dx é a área do retângulo de altura f (x) e base dx e, 
para dx suficientemente pequeno, 27x é aproximadamente o comprimento 
da circunferência gerada pelo baricentro do retângulo mencionado e daí, 
pelo teorema de Papus para retângulos, 27 xf(x)dx é aproximadamente o 


volume do invólucro cilíndrico obtido pela rotação, em torno do eixo y, de 
tal retângulo. 


Fix) 


X 


O volume obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto A é então 
a integral dessa diferencial, para x variando de a até b, ou seja, 


b 
V= 2r | xydx, onde y = fix). Este método de determinar volume é às vezes 
a 


denominado método dos invólucros cilíndricos ou método das cascas. 


Vejamos, agora, uma outra fórmula, que é do mesmo tipo daquela da 
seção anterior, para calcular volume de sólido obtido pela rotação, em torno 
do eixo y, de um conjunto que não intercepta tal eixo. Seja então B o 
conjunto: B=((x,y)|0<x<b,c<y<dey>f(x)), em que f é suposta 
contínua e estritamente crescente (ou estritamente decrescente) em [a, bl, 
com a > 0, fa) = c e Kb) = d. 


Como y = f (x) é contínua e estritamente crescente em [a, b], então é 
inversível, com inversa x = g(y) contínua em [c, d], em que c= f(a), d = f 
(b) e y=f(x) & x = g (y). Raciocinando como na seção anterior, o volume 
do sólido obtido pela rotacáo, em torno do eixo y, do conjunto B é 


ed 
9 
volume = 7 | x* dy, em que x = g( y) 
c 


Observe que 7 x*dy é o volume do cilindro obtido pela rotação, em torno do 
eixo y, do retângulo de base x e altura dy. (Veja figura acima.) 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno 
do eixo y, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que x° < y < 4, x 2 0. 


Solução 


O. — 
Temos: y=x,x=2065x= 4y. 


Segue que 
+. + 2 
Volume = "| x“dy= d) Ñ y] dy. 
0 0 
E, portanto, 


4 
Volume = zÍ y dy=87. 
Ú 


Observação. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se 
a fórmula anterior. Neste caso, o volume pedido seria a diferença entre o 
volume gerado pela rotação, em torno do eixo y, do retângulo O < x < 2, 0 < 
y <4eo volume gerado pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto O < x 
<2e0<y<f(x), em que f(x) = x°. Ou seja, 


volume = lór — 27 ra dx = 167 — 2r | x° dx= 8r. 
0 0 


EXEMPLO 3. Calcule o volume do sólido gerado pela rotacáo, em torno 
do eixo y, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que 0 <x<2,0<y< 


ej A a 
(0=sy<-7> +ley=x -1. 


Solução 


> 
D T 


1.º PROCESSO (Utilizando a primeira fórmula.) 


21.2 > 
- > pa 

volume = 27 | «| Es ld = 2m| x(x? — 1)dx. 
0 ) 


- 


E, portanto, volume = 


2 


2.” PROCESSO (Utilizando a segunda fórmula.) 


> tl=yoxr=2y-2ex-l=y6x=y+] 
Então 
É É Tr 
volume = 7 | (y+1dy—-7]| (2y—2)dy=T. = 
0 l 


- 


Para encerrar a secáo, vamos resumir num quadro o que aprendemos 
nesta secáo e na anterior. 


A={(x,y]a<x<b,0<y<f(x) eB={4(x,y)|0<x<b,c<y<d,y< 
fœ) 


b 
D rÍ y4 dx = volume gerado por A na rotação em torno do eixo x.(y 
a 


=f x) 
1) r| x? dy = volume gerado por B na rotação em torno do eixo y.(x 
a 
= 90) 
Da (> _ a 
27) xy dx = volume gerado por A na rotação em torno do eixo y.(y 
a 
=f x) 
Mor Í yx dy = volume gerado por B na rotação em torno do eixo x.(x 


= 90) 


Exercícios 13.2 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo 
y, do conjunto de todos os (x, y) tais que 


a)l<x<ee0<y<lnx. 
b)0=<x=<8e0<y< ix. 
c)1<x<2e0<y<x-1. 
d)0<x<ne0<y<senx. 
eJ0<x<le0<y<arctgx. 
A 1l=x=4el=<y<s yx. 
gy <2x-=x, y>0. 


Ñ , | o > 
h)0=x=2,y=> yx-1le0<y=<x. 


2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo 
y, do conjunto de todos os (x, y) tais que 


a)0=<1=<6,0<y<2ey> x-2. 
b) Jx « y€-x+6x20. 
c)0<x<e,0<y<2ey>lInx. 
dy sxs yy. 


e)0O<x<1,x<y<x*+ 1. 


3. (Volume de sólido de revolução em torno do eixo y.) Suponha f 
estritamente crescente e com derivada contínua em [a, b], a 2 0 e 
f(a) = 0. Seja g:[0, f(b)] > [a, b] a função inversa de f. 


a) Verifique que o volume do sólido obtido pela rotação, em torno 
do eixo y, do conjunto 


E f(b) 
A=((1 y) €ER*/a=x=b,0= y = f(x)) é igual a mb? fi b)— q Í [g o)? dy. 
0 


b) Mostre que 


, F(b) E b 
mb" f(b) — | [gn dy = 27) x f(x)dx 
Ú 


a 
(Sugestão: Faça a mudança de variável y = f (x) e depois integre 
por partes.) 
c) Conclua que o volume mencionado em a é 


b 
volume = 2m f x f(x)dx 
a 


13.3. VOLUME DE UM SÓLIDO QUALQUER 


«b | 
Vimos no parágrafo anterior que 7 | [fœ]? dx é a fórmula que nos 
a 
fornece o volume do sólido de revolução obtido pela rotação, em torno do 


eixo x, do conjunto A = {(x, y) E R? | a < x < b, 0 < y < f (x)}. Observe que 


A(x) = nlf (91 


área= A (x) 
ir área=A (x) 


é a área da interseção do sólido com o plano perpendicular ao eixo x e 
passando pelo ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado 
anteriormente pode ser colocado na forma 


ab 


volume = | A(x) dx 
a 


Seja, agora, B um sólido qualquer, náo necessariamente de revolucáo e 
seja x um eixo escolhido arbitrariamente. Suponhamos que o sólido esteja 
compreendido entre dois planos perpendiculares a x, que interceptam o eixo 
x em x=aeemx= b. Seja A (x) a área da interseção do sólido com o plano 
perpendicular a x no ponto de abscissa x. Suponhamos que a funcáo A (x) 
seja integrável em [a, b]. Definimos, entáo, o volume do sólido por 


b 
volume = | A(x)dx 


a 


EXEMPLO. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo x? + y? < 
r?, y > 0, e cujas secções perpendiculares ao eixo x são quadrados. 


Solução 


Alx =h r? x? }. 


`y 


volume = Í ( Jr? — x) dx= Í (r? — x) dx 


ou seja 


ro» 2 2 x? 4r? 
volume=2| (r* — x*)dx=2| r4 — —, 
0 3 3 


N 
E 
> 
| 
II 
E 


Exercícios 13.3 


1. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo x? + y? < r°, y 
> 0, e cujas secções perpendiculares ao eixo x são triângulos 
equiláteros. 


2. Calcule o volume do sólido cuja base é a região 4x? + y? < 1 e cujas 
secções perpendiculares ao eixo x são semicírculos. 


3. Calcule o volume do sólido cuja base é o quadrado de vértices (0, 
0), (1, 1), (0, 1) e (1, 0) e cujas secções perpendiculares ao eixo x 
são triángulos isósceles de altura x — x?. 


4. Calcule o volume do sólido cuja base é um triângulo equilátero de 
lado 1 e cujas secções perpendiculares a um dos lados são 


quadrados. 


13.4. ÁREA DE SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 


Sabe-se da geometria que a área lateral de um tronco de cone circular 
reto, de geratriz g, raio da base maior R e raio da base menor r, é igual à 
área do trapézio de altura g, base maior 27R e base menor 27r: 


N 


área lateral do tronco = n (R + r) g 
Sendo S o ponto médio do segmento PQ. 


+r 


«daí (R + r) g = 27sg. 


área lateral do tronco de cone = 27tsg 


Observe que a área da superfície gerada pela rotação da geratriz, em torno 
do eixo PQ, é igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo 
comprimento 27s da circunferência gerada pelo ponto médio da geratriz. 
Este resultado é um caso particular do Teorema de Papus para superfícies de 
revolução. (Veja Exercício 9, Seção 13.9.) 

Vamos, agora, estender o conceito de área para superfície obtida pela 
rotação, em torno do eixo x, do gráfico de uma função f, com derivada 


contínua e f(x) > 0 em [a, b]. 


Seja, então, P : a =x, <x,<x,<... < X, = b uma partição de [a, b] e 
X; + X; 


c; = > o ponto médio do intervalo [x,_,, x]. 


Na figura, f (c) = tg «; o segmento M, M, é tangente ao gráfico de f no 
ponto (c, f(c,)). Então 


— As; E > 
M;-1M; = = [sec a Ax; = 1 +[f (ci)J" Axi. 


[cos ar] 


A área da superfície gerada pela rotacáo, em torno do eixo x, do segmento 
M, _,M, (observe que tal superfície nada mais é do que a superfície lateral de 
um tronco de cone de geratriz M;¡_¡M;) é: 


27 f (c;)M¡-¡M;¡=27 f(c;) 1 +[f (ci 1]? Ax; 


e se Ax, for suficientemente pequeno esta área será uma boa aproximação 
para a “área” da superfície gerada pela rotacáo, em torno do eixo x, do 
trecho do gráfico entre as retas x = x, , e X= x, Observe que trocando f(c,) 
por ci na igualdade acima, 27c; y1 +(f'(c;)? Ax, será uma boa 


aproximacáo para a “área” da superfície gerada pela rotacáo, em torno do 
eixo y, do trecho do gráfico acima mencionado. 


Como a função 27 fix) , 1+ [f(x]? é contínua em [a, b], teremos 


n 


b í = 
lim > 27 f(c;)+ 1+[f' (c; Ji Ax; =Í 27 FOODIE OOD dx 


máx Ax; > 0 4 - A 
l = 


Definimos a área A, da superfície obtida pela rotação do gráfico de f, em 
torno do eixo x, por 


b f 
Ax = 2m | fO)NI+If (x)] dx 
a 


De forma análoga, a área A, da superfície obtida pela rotação, em torno 
do eixo y, do gráfico de f será 


Ay=2r [13 MO) dx, em que y = f(x). 


EXEMPLO 1. Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno 
do eixo x, do gráfico de f(x) = sen x, 0 <x < 7. 


Solução 
área = 27 [ sen xql+cos” x dx 
= cos x; du = — sen x dx 


=0;u=1 
=mu=-1. 


—| j > 
= 2m | y1+ u“(= du) 
l 


u = tg 0; du = sec? 6 d0 


el | m 
=2m | 1412 du 
=1 


=27 | *, sec? 0 do. 


Integrando por partes: 


4 4 


Daí 


T 


2[4, sect o do =242 + 


4 


ou seja, 


mT 


T T 
| y” sec? 6 dg = [4, sec? 8 sec 8 dg = [120 sec O | 


m T 
4 al 4 [sec? 0 —sec J dð. 
T 1 
4 4 
m 


4 
[eco + tg 60) | 


TT 
4 


E sec? 0 dg = 2 + In (V2 + 1). 


4 


Portanto, área = 277 (4/2 + In (42 + 1). 


EXEMPLO 2. Determine a área da superfície obtida pela rotação, em torno 


do eixo y, do gráfico de y 


Solução 


a 
== EEN 
2 


dx dx\ 2) 


DO. sd 
Li (dy Lo ; 27 
Ay =2m | x1+|—| dx=27| xy 14 x? dx=“ [22-1]. 
i O |  Adx) 0 3 


Exercício 13.4 


1. Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo 
x, do gráfico da função dada. 


X ex 
a) f (x)= a -1<=x<l 


dm 


b) f~) = y 2? — x? ,—Rex<R(R>0) 
| 
p 


\ 2 gui 
o)y=x,0<x< 


d)y = vx,1=<x=<4 


13.5. COMPRIMENTO DE GRÁFICO DE FUNÇÃO 


Seja y = f (x) com derivada contínua em [a, b] e seja P : a = xX, < X; < X, < 
... < X, = b uma partição de [a, b]. Indicando por L(P) o comprimento da 


poligonal de vértices P, = (x, f (x,)), i = 1, 2, ... n, temos 


L(P) = X Es — Xj] y + (Fx) AX; y 


i=1 


em que A x% -— A y +) Al xD é o comprimento do lado de 
vértices P, , e P, Pelo teorema do valor médio, para cada i, i = 1, 2, ... n, 
existe c, x, < C; < X, tal que 


fx) — f xi) = f(c)Ax, em que Ax, = x, = X; > 


Segue que 


L(P) = > (Axis + (f'l) Ax,” = a LH (Pc)? Ax. 


i=] i=] 


boy 
Daí, para máx Ax, tendendo a zero, L(P) tenderá para f VI+" 0)? dx. 
a 
Nada mais natural, então, do que definir o comprimento do gráfico de f, ou 
da curva y= f (x), por 


b | < 
Comprimento = Í d+ 2) dx 
a \ 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial 
| 2 

Il dy | dx. Seja, então, s = s(x), x E [a, b], o comprimento do trecho 

\ A dx / 


j 
do gráfico de extremidades (a, f(a)) e (x, f (x)). Sejam As e Ay as variações 
em s e y correspondentes à variação dx em x, com dx > 0. Para dx 
suficientemente pequeno, Ay = dy e 


A?s = d'x + A?y, ou seja, 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva y=% 0<x<1. 
i > 


Solução 


dy : 2 UA | 
De ota segue que o comprimento é: | + x? dx. Fazendo a 
dx UN 


mudanca de variável x = tg u, vem 


T 


T 

lo) > UT] > “A 3 

| yI+x9*dx= |? 41+ (tgu)” sec” udu= A sec” u du. 
0 0 0 


| CE 
sec u tgu + — In [sec u + tgu|+ k (verifique), resulta 


De sec `u du = 


|= 


l - = | 
| Vl + xº dx =[4 sec? u du = A, 2 +In(1+ 2 ) 
0 0 2 


Exercícios 13.5 


1. Calcule o comprimento do gráfico da funcáo dada. 


2 Ž : 
a) y=—x2?,0=x=l b) y==x+3,0=x=2 
i 3 
: 
— 3 
c)y=Inx,l<x<e d) y=VNX,— €x<— 
4 4 
+ EE 
e) J=—— 0s] f) y=e*,0<x=<1 


2. Quantos metros de chapa de ferro são necessários para construir 
um arco AB, de forma parabólica, sendo A e B simétricos com 
relacáo ao eixo de simetria da parábola e com as seguintes 
dimensões: 2 m a distância de Aa Be 1 m a do vértice ao 
segmento AB. 


13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA 
PARAMÉTRICA 


Por uma curva em R’ entendemos uma função que a cada t pertencente a 
um intervalo I associa um ponto (x(t), y(t)) em R3 em que x(t) e y(t) são 


funções definidas em I. Dizemos que 


| x= x(t) 


| y= y(t) 


são as equações paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos 
referir ao lugar geométrico descrito pelo ponto (x(t), y(t)), quando t percorre 


o intervalo I, como a curva de equações paramétricas x = x(t) e y = y(t). 


EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = t, y = 
3t, tER. 


Solução 


x =t, y = 3t > y = 3x. Quando t percorre R, o ponto (t, 3t) descreve a 
reta y = 3x. 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = t, y =t, t em R. 
Quando t varia em R, o ponto (t, t?) descreve a parábola y = x”. 


y 


EXEMPLO 3. Seja a curva de equações paramétricas x = cos t, y = sen t, t 
€ [0, 27]. Quando t varia em [0, 27], o ponto (cos t, sen t) descreve a 
circunferência x? + y?= 1. 


EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = 2 cost 
e y = sen t, com t E [0, 211]. 


Solução 


Assim, para cada t € [0, 21] o ponto (2 cos t, sen t) pertence à elipse 


P y? =1, Por outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe t € [0, 27] tal 


que 


(por quê?) 


Assim, quando t percorre o intervalo [0,2 mn], o ponto (2 cos t, sen t) 
descreve a elipse. E 

Nosso objetivo a seguir é estabelecer a fórmula para o cálculo do 
comprimento de uma curva dada em forma paramétrica. A fórmula será 
estabelecida a partir de considerações geométricas, e deixamos o tratamento 
rigoroso do assunto para o Vol. 2. 

Suponhamos que s = s(t), t € la, b], seja o comprimento do trecho da 
curva de extremidades A = (x(a), y(a)) e P(t) = (x(t) y(t)), em que x = x(t) e y 
= y(t) são supostas de classe C*. Sejam Ax, Ay e As as variações em x, y e s 
correspondentes à variação At em t, com At > 0. Para At suficientemente 
pequeno, vemos, pela figura, que 


A?s = Ax + A?y e, portanto, 


| Ay | At. 


(AxÝ 
As = || — | + 
\ | At J \ At) 


y=y(7) 


É razoável, então, esperar que a diferencial da função s = s(t) seja 


KY (dY 
dx Y (ay 
— +| — | dt. 


ds = | | (dt) 


(dt) 


Definimos então o comprimento da curva x = x(t), y = y(t), t € [a, b], com x 
= x(t) e y = y(t) de classe C! em [a, b], por 


comprimento =| 
a 


Observação. O gráfico da função y = f (x), x E [a, b], pode ser dado em 
forma paramétrica por x = t, y = f (t), t € [a, b]. Segue que a fórmula para o 
comprimento do gráfico de uma funcáo é um caso particular desta. 


EXEMPLO 5. Calcule o comprimento da circunferéncia de raio R > 0. 
Solução 


Uma parametrização para a circunferência de raio R e com centro na 


origem é: x = R cos te y = R sent, com t € [0, 27]. De 


1 dy 
As -Rsente = = R cos t, segue 


dt dt 


> > 
di Y” (dy 
comprimento = i (E +S 


=j” E e dt. 
0 


Portanto, comprimento = IN VR dt=2mR. m 

q 
EXEMPLO 6. As equações paramétricas do movimento de uma partícula 
no plano são 


| x=sent 
te [0,7]. 


| ) 
(y= sen^ í 


. E ; T 5 
a) Quais as posições da partícula nos instantes t = 0, t = efe 


b) Qual a trajetória descrita pela partícula? 


c) Qual a distância percorrida pela partícula entre os instantes t = 0 e t = 11? 


Solução 


i Ee T 
a) No instante t = O a partícula encontra-se na posição (0, 0), em t = > na 
posição (1, 1) e, no instante t = 71, novamente na posição (0, 0). 
b) x= sen te y = ser? t > y = x. Segue que a partícula, de t = 0a t=— 


descreve o arco da parábola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e no sentido 
T 
de (0, 0) para (1, 1). De t=- a t = 7 descreve o mesmo arco só que em 


sentido contrário. 


c) A distância d percorrida entre os instantes t = 0 e t = 71 é dada por 


4 

dx (dy 2 2 — > 

a= f", (E +|— | dt=2[ cos? t+ (2 sen t cost)? dt 
(dt) (dt) 0 o` 


ou seja 


mi2 
d=2[ 
0 


Observe que as distâncias percorridas entre os instantes t = 0 e t= 


| mi2 i 
y1+4 sen? t dt = 2f cost 1+4sen? t dt. 
0 ! 


T , 
ae 


T . 
mesma que de =-~ a t = m. Observe ainda que [cos t| = cos t, para 


5 T A 
0sts > * Fazendo a mudança de variável u = 2 sen t teremos du = 2 cos t 
2 E | á 
dt, u = 0 para t = 0 u = 2 para = Assim, d=[ 1+u? du. Fazendo, 
0 


agora, u = tg 0, teremos 


arc tg 2 ` | arctg? 
d =Í sec” 0 dg = 5 [secó tg 9 + In|secO + tg all, E<. 
0 2 


Como O = arc tg 2 = tg 0 = 2 e secĝ= y1+ tg20 =4/5, resulta que a 


ERRO crê E r z | = 
distância percorrida pela partícula é d = 52 V5 +In(2+5)]. m 


Exercícios 13.6 


1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica. 


a)x=2t+1ley=t-1,1<t<2 
b) E 


x=%ey=242,0<t<] 


c)x=1-costey=t-sent,0<t<rTr 


12. .0<f<1 


e 
A 


e)x=e'costey-=e'sent,0O<t<r. 


2. Uma partícula desloca no plano com equações paramétricas x = 
x(t) e y =  y(0. Sabe-se que, para todo 
> 2 das 

t, —=2 (cm/s), dy =—2Xcm/s?)e Se = 4 (cm/s). Sabe-se, 

dt dt^ dt 


t=0 
ainda, que no instante t = O a partícula encontra-se na posição (0, 
0). Determine a distância percorrida pela partícula entre os 
instantes t = 0 e t = T, em que T é o instante em que a partícula 
volta a tocar o eixo x. Como é a trajetória descrita pela partícula? 


13.7. ÁREA EM COORDENADAS POLARES 


Fixado no plano um semieixo Ox (tal semieixo denomina-se eixo polar, 
e o ponto O, polo), 


cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (6, 
p), em que O é a medida em radianos do ângulo entre o segmento OP e o 
eixo polar (tal ângulo sendo contado a partir do eixo polar e no sentido anti- 
horário) e p o comprimento de OP; assim p > 0. 

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas 
cartesianas (o habitual) em que a origem coincide com o polo e o semieixo 
Ox com o eixo polar e se (0, p) forem as coordenadas polares de P, então as 
suas coordenadas cartesianas serão dadas por 


jx=pcosg 
ly=pseng 


p=y2+y? 
|x=pcos6 x 
i P eno OS + cos Y = === - 
y=pse yx* + y” 
é 
sen f = = - 
12 4 y? 


Até agora, destacamos p como um número positivo. Entretanto, para as 
aplicacóes é importante que p possa assumir, também, valores negativos. 
Vejamos como interpretar (0, p) no caso p < 0: 


p>0 y F------7 (p cos 6, p sen 6) 


[cos 8, sen 0) 


(p cos 0. p sen 0) £- ---------- y 


Se p < 0, (0, p) é o simétrico, em relação ao polo, do ponto (0, —p). 

Para podermos trabalhar com p < 0, será melhor olharmos para o eixo 
polar como uma reta com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se 
dois pontos, um o polo O representando o zero e outro representando o 1. O 
sentido positivo será o de O para 1 e a unidade de comprimento será o 
segmento de extremidades O e 1. Para representar no plano um ponto de 
coordenadas polares (0, p) proceda da seguinte forma: primeiro gire o eixo 
polar, no sentido anti-horário, de um ângulo 0; em seguida, sobre este novo 
eixo, marque o ponto que tenha abscissa p. 


(0, p), comp > 0 | (6, p), com p < 0 


Y 
(9.P) 


/ Ap) 
Y 


EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (0, p) em que 


a) O=0ep=1 
b) 0=0ep=-1 


TT 
c) 0 =—ep=2 
4 
d) 6=2 ep=-1 
4 P 
Solução 
A 
Y 
Pad 
Ms TT.» 
e. 0=7ep=2 
Pd 
tr 
Dado 
Ed 
6=0ep=-—| Pd h TET 
0 =Fep=-1 


EXEMPLO 2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relacáo 
entre suas coordenadas polares é dada por p = 0, O < 0 < 27. Desenhe o 
lugar geométrico descrito por P. 


ysg 3 nja aja o 


0 
T 
4 
T 
2 
T 
37 
2 
27 


Sempre que formos esboçar o gráfico de uma curva dada em 
coordenadas polares, é bom antes fazer um esboço da curva supondo 6 e p 
coordenadas cartesianas e olhar, por meio deste gráfico, a variação de p em 
função de 0. 


EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p 
=sen0,0<0<T. 


Solucáo 


CUNA 
0 


p Em coordenadas 
cartesianas 


0 
E 
4 
T 
6 
T 
2 
37 
4 
T 


Observe que para p % O 
p=sen0 ep =psen bex +y =y. 


z x . de ad | 1 
x? + y? — y = 0 é a equação de uma circunferência de centro (o, a | e raio —. 


- - 


Deste modo, p = sen 0, O < 0 < 7, é, em coordenadas polares, a equação de 
tal circunferência. E 


EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geométrico da equação (em coordenadas 
polares) p = 1 — cos 6. 


Solução 


0 


4P 
o Em coordenadas 


3 
cartesianas 
s À CONERO EE PE — p= I-cos 0 
2 [An y 
| Pad 
l Fa EN 
2 T TT 37 27 Q 
> ” 


iu nnje = 


— 


0 
T 
3 
T 
2 
27 
3 
T 
4m 
3 
37 
Eu 


Esta curva denomina-se cardioide. W 


EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p 
= cos 26. 


Solução 


EXE 
| 


Em coordenadas 
cartesianas 


, f . ; 37 
Veja como fica o trecho da curva acima para 0 variando de O a ri 


: T 3m 57 
Quando 0 varia de — a — e de a 


a 


7 . 
E ,p permanece negativo. E 


EXEMPLO 6. Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se 

desloca no plano, sabendo que a relação entre suas coordenadas polares é p 
T T 

di 


Solução 


Ra T 
Vejamos, primeiro, o que acontece para O variando de O a —. Quando 


T EA pu : 
> -p > +00. A projeção de P sobre o eixo polar tem abscissa 


x = p cos 0 = tg 0 cos O = sen 6. 


T 
Assim, quando 0 — >» a projeção de P sobre o eixo polar tende para o 


T ; 
ponto de abscissa 1. O trecho da curva correspondente a 0 em j Zo] é 


ANE AAE Š a a T 
simétrico, em relação ao eixo polar, ao trecho correspondente a 0 em O. z. 


Nosso objetivo, a seguir, é estabelecer uma fórmula para o cálculo de 
área de regiáo limitada por curvas dadas em coordenadas polares. 


Inicialmente, observamos que a área de um setor circular de raio R e 


| ; . A 
abertura Agé R? A6. Esta área se determina por uma regra de três 


- 


simples: 


27 rd — área nR? 
A0 rd —? 


Consideremos, agora, a função p = p (0) contínua e > O em [0,.,, 0]. 
Seja A, o conjunto de todos os pontos (0, p), com 0, ,<0<0e0<p<p 


(0). 


Seja p = p (9, y o maior valor de p em [6,.,,0] e ¿=p(8;) o menor valor. A 
área do conjunto A, está, entáo, compreendida entre as áreas dos setores 
circulares de abertura A6, e raios p (6;)e p(B;): 


Suponhamos, agora, p = p (6) contínua e > 0 em [a, 8], com 6 — a < 27. 
Seja A o conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (0, p) 
satisfazendo as condições: a <0<Be0<p< p (0). 


(06, P(6)) 


SejaP:a=0,<0,<...<0,_,<0,<... <0, = B uma partição de [a, fl. 
Sejam p(9;)e p(6,) os valores mínimo e máximo de p em [6, _ ,, 0,]. Pelo 
que vimos anteriormente, a área da parte do conjunto A compreendida entre 
as retas O = 0,_, e 6 = 6, está compreendida entre as áreas dos setores 
circulares de abertura A6, e raios p(8,)e P(B; ¡, Uma definição razoável para a 
área de A deverá implicar, para partição P de [a, Bl, 


n n 


| aD n . l | 
> A 0,)] AO; = área A <= > > P: 114 AB;. 


i=1 i=l 
Para máx A0, > 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral 
> 


B , E nn 
Í 1p dg. Nada mais natural, então, do que definir a área de A por 
a - 


B, 
área A =—[ pé d0 
2 Ja 


EXEMPLO 7. Calcule a área da região limitada pelo cardioide p = 1 — cos 
6. 


Solução 


Para cobrir todo o conjunto, 0 deverá variar de 0 a 27. 


Mer 


; 1 pr, | (27 s 
área=— | ptd =- Í (1 — cos 0)* db. 
2 40 2 J0 


Temos 


> 


Í 


T a 27 Á lr, 
(1 —cos 8) do= | [1—2 cos 8+ cos“ 01d9=27+| cos” 6 dg 
0 0 


27[ 1 | 
= 27 + E +— cos 20| dO = 37 
012 2 


: 4 ; , 3T 
Assim, a área do conjunto é >> » 


EXEMPLO 8. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas 
curvas (coordenadas polares) p = 3 cos 0 e p = 1 + cos 6. 


Solução 


Primeiro devemos determinar as interseções das curvas. 


3 cos = 1 + cos 


ou seja, 


to | — 


Assim, 8 = al eb=- Z resolvem o problema. Seja A, o conjunto de todos 
(0, p)com0=0= E e0=p=1+cosf e seja A, o conjunto de todos (0, p) 


T T ~ E 
com +03 e 0 < p < 3 cos 6. Temos, então: 


- 


área pedida = 2 (área A, + área A.). 


l E > 7 9,3 
área A, == || (1+ cos 0)? do =" +. 
2 Jo 4 16 
área 4, => [2 (3+ cos y dd = — — h, . 
DJL 8 16 


> 
y 
= 


a > E T ; 
Conclusão: área pedida = Fã Veja figuras a seguir. 


p= 1 + cosĝ 


5 
- 


EXEMPLO 9. Calcule a área da regiáo limitada pela curva dada em 
T 
coordenadas polares por p = tg 06,0 = 0< >» pela reta x = 1 (coordenadas 


cartesianas) e pelo eixo polar. 


Solução 


Indiquemos por A (0) a área da região hachurada. A área que queremos 


área= lim A(6). 
05% 


Temos 


, H 
A(0)= área À OPM — área Ą = z tg O sen“ 8 — zh tg? 0 dð. 


A (0) 


0 
Vamos calcular Í te? 8 dg. Temos 
0 


9 0 9 

[1820 do =Í (sec? 0 — 1) d0 = [tg0 — 0 = tg0 — 0. 
0 0 
Assim 
l 2 l l l nn | 
A(0)=— tg sen 0——tg0+—0=-——tg0 (1—sen* 0)+—0 
2 2 2 2 2 
ORE RO E T 
2 > 


Portanto, 


Assim, área área A OPM = 


Exercícios 13.7 


l l l 
área = lim |- — sen ð coso + — 8 |= 
T 2 2 


dd 


Observação. No triângulo OPM temos: 


2 
T 


OM = pcos 0 =tg6 cos 0 = sen 8 e MP = p sen 0 = tg 6 sen 6. 


l 
2 


sen? $ tg 0. 


Desenhe a curva dada (coordenadas polares). 


a)p = e% 90 


T T 
c) p cos 0 = 1, -— <0 < — 
2 2 


- 


T 
e8 = — 

4 
g) p = cos 38 
i)p = 2 — cos 0 
l) p = cos 40 


2 T 
n) p“ =tg20,0=0< Tan 


b) p = cos 6 
d)p=2 


T T 
Hp=80,-—-<0<-— 


4 - 


h) p? == 
1 + sen? 4 
Dp=1-seng 


2 T 
mp =tg9,0<0<— (p=0) 


o) p= cos? 8 


Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a. 


d) (x? ale yy — x? = y 


polares). 


3. Calcule a área da regiáo limitada pela curva dada (coordenadas 


a)p=2 -cos 0 

b) p° = cos 0 (p > 0) 
c) p = cos 20 

d) p = cos 30 


4. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas 
dadas em coordenadas polares. 


a)p=2-cos0ep=1+cos6 
b)p=sen9ep=1-cos6 
c)p=3ep=2(1-cos 0) 

d) p? = cos 8 e p° = sen 0 (p > 0) 
e) p=cos0e p=sen 6 
)p-1ep=2(1-cos6) 


5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (0, p) tais que 0º < p 
< 0 (coordenadas polares). 


6. Calcule a área da região situada no 1.º quadrante, limitada acima 
pela curva x* — y* = 2xy (coordenadas cartesianas) e abaixo por p° = 
2 sen 20 (coordenadas polares), com p > 0. 


7. a) Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse 
? ? 


x” yo . A 

— + =| tomando como polo a origem e como eixo polar o 
at bí 
semieixo Ox. 


b) Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse 2 + 2 =1 
ar be 
tomando como polo o foco F = (c, 0), c > 0, e como eixo polar a 
semirreta FA onde A = (a, 0), a > 0. (Faça € =£ ep =a- ec.) 
a 


8. Sejam F, e F, dois pontos distintos do plano e seja k a metade da 


distância de F, a F,. O lugar geométrico dos ponto P do plano tais 
que PF; - PF, = k? denomina-se lemniscata de focos F, e F,. 


a) Tomando-se F, = (~k, 0) e F, = (k, 0), determine a equação, em 
coordenadas cartesianas, da lemniscata. 


b) Passe para coordenadas polares a equação obtida no item a) 


tomando para polo a origem e x como eixo polar. Desenhe a 
curva. 


13.8. COMPRIMENTO DE CURVA EM COORDENADAS 
POLARES 


Consideremos a curva dada em coordenadas polares por 


p=p(0), a<0<B, 


sendo a função suposta de classe C* no intervalo [a, 8]. Em coordenadas 
paramétricas, esta curva se escreve da seguinte forma 


x=p(0)c0os0 e y=p(0)sen0,a<0<bB. 


Utilizando a fórmula de comprimento de curva em forma paramétrica 


(observe que aqui o parámetro t está sendo substituído pelo parámetro 0), 
temos 


( dx Y dy 2 
comprimento = ll | Hp 
Ur) | do) 
1 1, ly d 
e => cos 4 — psenó e EZ sen 8 + p cos 6, resulta 
do de do de 


E dx E (dy Y 


(dp Y E P 
Z] = E | “onde p = p(0). (Verifique. 
À 20) | dB) F) , papada que.) 


Assim, o comprimento da curva p = p(0), a < 


< B, em coordenadas 
polares, é 


i B | f 4 
comprimento =Í p+|— | de 
184 \ A d8 / 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial 
” 


| p? + (E | de. Seja, então, s = s(0), O Ela, B], o comprimento do trecho 
| do) 

da curva de extremidades (a, p (0) e P = (0, p (0)). Sejam As e Ap as 
Variações em s e p correspondentes à variação d0, em 0, com d0 > 0. O 
comprimento do arco (de circunferência) PM de abertura d0 e raio p = p(0) 
é p d6; por outro lado, o comprimento do segmento MN é Ap. Para d0 
suficientemente pequeno, Ap = dp, PMN é quase um triângulo retângulo e 


A?s = (p dO)" + (Ap, 


ou Seja, As = (a de) dð. 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva p = sen 0, 0 < 0 < n, em 
coordenadas polares. 


Solução 


De p = sen 0, segue 2- cos 8. Daí 
F 


T | z f e T | > > 
comprimento = Í Jp + | — | do = Í y(sen ð) + (cosð) do =r. 
0 | Ñ j 0 


O comprimento da curva é 7 (unidades de comprimento). (Observe que p = 
é a R ds pa a > Y 
sen O é a equação de uma circunferência de centro |O, 5 |e raio 


a 


Confira.) E 


Exercícios 13.8 
Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares. 
1. p=0,0<0<7m 
2. p=e?,0<0<27 
3. p=1+cos0,0<0<7 


4. p=sec0.0=0=< - 


6. p=0%0<0<1 


13.9. CENTRO DE MASSA 


Consideremos um sistema de “massas pontuais” m, M, ..., M, 


localizadas nos pontos (x,, y,), (X> Y»), -..» (X,, y,). O centro de massa do 
sistema é, por definição, o ponto (x., y.) onde 


X MY + xm +... + XqMp i=] 
l 


m + m +... + Mpy d 
Mi 
i=] 
n 
Vim; 
vm + yama +... + YM i=] 
Y == ———————————— á $E 
m tm +..+m, E 


EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituído pelas 
massas m,, m, localizadas nos pontos (x,, y,) e (x,, Y»), supondo m = m; = 
m.. 


Solução 


Xm + Xm X + x 

Xx. S —— T eee 
m +m, 2 

ymi ty m yty 


mı + m 2 


Deste modo, (x., y.) é o ponto médio do segmento de extremidades (x,, y,) € 
Xy). m 


EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas m,, m,, m, localizadas em 
(xo Ya), X» Y2) € Xə y3). Seja M, = m, + m, e considere o sistema M, e m, 
com M, localizada no centro de massa de m,, m,. Verifique que o centro de 
massa de M,, m, é o mesmo que o de m,, m,, m.. 


Solução 


Seja (x, y) o centro de massa de m, e m,: 


= Xm + xm — YM + yam 
x=- e J5 — 
mı + m mi + mo 


Seja (Xe, Yc) o centro de massa de M,, m,: 


z XM] + x3m3  xımı + xam + X3mM3 
ae 3m3 _ MT E a. 
Mı + ma my + mo + ma 
2 Xx Mi + xam | 
xM] iee EA M, = xım + xam 
\ mi + m J 
= YMi+tvama vim + yam + vam 
TA T . . E. 
ds Mı + m m + m + m de 
Assim, 
(Xes Ye) = (Xo Vo). A 


Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2. 


Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma regiáo A do 
plano que será imaginada como uma lámina delgada, homogénea, de modo 
que a densidade superficial p é constante (p é massa por unidade de área). 
Suponhamos, inicialmente, que A possa ser decomposta em n retângulos R,, 


Ro, ..., R,. Seja m, a massa do retângulo R;: m, é o produto de p pela área de 
R, Neste caso, definimos o centro de massa de A como o centro de massa 
do sistema m,, m,, ..., m,, com m, localizada no centro de R.. 


Suponhamos, agora, A da forma 


A=(f(x y ER |a<x<b, f(x)<y<g (x) 


em que fe g são supostas contínuas em [a, b], e f(x) < g (x) em [a, b]. Seja 
Pia=x<x,<x,<..<x = b uma partição qualquer de [a, b] e seja c, o 
ponto médio de [x,_,, x,] (i = 1, 2, ..., n). 


( 8 (ci) + a) 
c — 


A massa m, de R, é: m, = p [g (c) — f(c)] Ax, O centro de massa da figura 
formada pelos retângulos R,, R,, ..., R, é: 


n 


n n 


> ciple(ci)— f(ci)] Ax; > a [e (c)+ f(c)lole(c)— f (c¡)] Ax; 
i= i=1 0 
n > n 
Y alg (ci)- f (cil Axi Y pigti- f (DlA; 
i=1 i=1 


Nada mais natural, então, do que tomar como centro de massa de A o ponto 
(x., yY.) onde 


n 
> ci lg(ci)— f (c;)] Ax; 
x.= lim io _—_—_———— 
máx Ax >0 E 


> [g (ci) f (col Ax; 


i=1 


b 
| x[e (x)— f (x)] dx 
a 


área de A 


>| — 


t 


n 
> > Lele) + f eigi) f (ci) Ax; 
i=] 


Ye= lim 
máx Ax,=>0 


n 

> [e (es) f (cp) Ax; 
i=] 

| q» , , 

>) [g(x)+ fO)lg(x)— f (x)] dx 


área de A 


Ou seja, 


a 


b 
f xle(x)— f (x)]dx 


E = 


área de A 


O 


| qb 
=Í [g(x)+ f OOl (3) f (x)] dx 


área de A 


Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regiões A,, A,, 
..., A, onde 


A, = {(x, y) E R? | a; < x < b, f, (xX) < y < g; (0) 


com f, g; contínuas em [a, b] e f (x) < g; (x) em [a, b,]. Como você 
calcularia o centro de massa de A? 


EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura A limitada pela reta y 
= 1 e pela parábola y = x”. 


Solução 


| ” 
Í x(1— x4) dx 
área de A 


5) 1) 0 a 
Vv.= Ad Ac 
área de A 5 


O centro de massa de A é o ponto 


EXEMPLO 4. Calcule o centro de massa do conjunto A = ((x, y) € R? | 1 
<x+y<4,x>20ey>0). 


Solução 


Vamos imaginar A como uma lâmina delgada, homogênea, com 
densidade superficial p = 1. Sendo m) e m, as massas de A, e 4, 


respectivamente, teremos, por ser p = 1, 


m, = área A, em, = área A,. 


Sejam (x,, y,) e (x,, y,) os centros de massas de A, e A,, respectivamente. O 
centro de massa de A será, entáo, o centro de massa do sistema m,, m, com 
as massas localizadas, respectivamente, em (x,, y,) e (x,, y,). Sendo, então, 
(X., Y.) O centro de massa de A teremos 


Como 


Xi =— 


MI 


resulta 


Lelo sy r 
51, [(4— e y = (yl 


n X M1 + xam 
mı +m 


Loy | 
fxrya = x* — J1- x’ ]dx 
a o 


área A, 


— 12) ]dx 


área Aj 


Í 


Xc = 


Temos: 


área A 


e) 


área A 


C Jr F 


x [44 — x? — 1 — x? ]dx + 


vim + yama 
mp + mo 


2 
EA 2 
[ros = AK 
o 
área A, 


Las 
9 (,4— e x y dx 
área A, 


9 
Í xy4— x? dx 


ds f > i N 9 
Í xq 4— x" dx— Í xql— x* dx 
_ J0 0 


37 
área de A = —; 
4 


| 00 


2 | 5 ] p0 
| x 4— xº da=- Í yu du=—: 
0 244 


3 
l ; 1 (O l 
Í xX 1 x2 dx = — 5) vu du — —, 
0 z 2 91 3 
Segue que 
28 28 
Xe 7 e Y= i a 

97 Im 


Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do gráfico de uma 
função, que será imaginado como fio fino, homogêneo, de modo que a 
densidade linear p é constante (densidade linear é massa por unidade de 
comprimento). Seja f uma função definida e com derivada contínua em [a, 
b].SejaP:a=x,<x,<x,<..<x = b uma partição de [a, b] e seja c, (i = 
1, 2, ..., n) o ponto médio de [x, ,, x, 


O segmento P, _,P, é tangente em (c, f (c,)) ao gráfico de f: o comprimento 
deste segmento é 1 +[ fc; j]? Ax, (veja Seção 3.4); logo, sua massa m, é: 
m; = px 1+[f'(ci j]? Ax, O centro de massa do sistema formado pelos 


segmentos P,_, P,(i=1, 2, ..., n) é o ponto 


(tn n \ 
Y cipi +IP Ax $ fcppy1+LF (CÊ Ax; 


i=] i=] 


n n 
AS: 


i=] i=] 


Nada mais natural, então, do que tomar para centro de massa do gráfico de f 
o ponto (x., yY.) em que 


bo 
Í x1 + [f'(x]? dx 
Xe = H 


b ; = 
Í JIH GOR dx 


1 


b a 
Í FO I+IF O) dx 
y =2 


4 


b | 5 
f VIH OP ax 


1 


boi 
Observe que | JI+[f COP dx é o comprimento do gráfico de f. 


a 


Observação importante. O centro de massa de um conjunto do plano não 
tem obrigação alguma de pertencer a este conjunto. 


Exercícios 13.9 


1. Determine o centro de massa da região A dada. 


a) A=((x, y) ER |0<x<1,0<y<x) 
b)A=((x, y) ER?|x?+4y?<1,x>0ey>0) 
c) A= {(x, y) E R? |x? + 4y?< 1, y > 0) 

d) A=((x y) E R*]|x*< y <x) 


2. Determine o centro de massa do gráfico da função dada. 


6. 


7. 


afa) = 4-12, -25x2 


, » 
b) f(x) = é, — 
Xx = 


+) Al — € + <= y a 
Cc) f(x) = —3—,-1=<x< l. 


- 


(Teorema de Papus.) Considere o conjunto 


A={(x, y ER |a<x<b, f(x) <y<g(x)} 


em que f e g são supostas contínuas em [a, b] e 0 < f (x) < g (x) em 
[a, b]. Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno 
do eixo x do conjunto A, é igual ao produto da área de A pelo 
comprimento da circunferência descrita pelo centro de massa de A. 


Sejam f e g contínuas em [a, b], com a < f (x) < g (x) em [a, b] em 
que a é um real dado. Seja o conjunto 


A=(f(x y ER |a<x<b, f(x)<y<g (x) 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno da reta 
y = aq do conjunto A, é igual ao produto da área de A pelo 
comprimento da circunferência descrita pelo centro de massa de A. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo x° + (y — 
2) < 1 em torno 


a) do eixo x 
b) da reta y = 1. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotação da região x? + 4y? < 
1, em torno da reta y = 1. 


Seja A = [(x, y) E R*|x*<y<1). 


8. 


10. 


11. 


a) Calcule o centro de massa de A. 


b) Calcule o volume do sólido obtido pela rotacáo de A em torno da 
reta y = 2. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo x? + y? < 
1 em torno da reta x + y = 2. 


(Teorema de Papus para área de superfície de revolucáo). Suponha 
f (x) > 0 e com derivada contínua em [a, b]. Mostre que a área da 
superfície, obtida pela rotacáo em torno do eixo x do gráfico de f, é 
igual ao produto do comprimento do gráfico de f pelo comprimento 
da circunferéncia descrita pelo centro de massa do gráfico de f. 


Seja A o conjunto do plano de todos os (x, y) tais que O <a < x < b, 
0 < f (x) < y < g(x), em que fe g são supostas contínuas em [a, b]. 
Imagine A como uma lâmina delgada, homogênea, de modo que a 
densidade superficial p é constante (p é massa por unidade de 
área). Seja (x, yY.) o centro de massa de A. Sejam V, o volume do 
sólido obtido pela rotação de A em torno do eixo x e V, o volume 
obtido pela rotação de A em torno do eixo y. Pelo teorema de 
Papus (Exercício 3 acima), V, é igual ao produto da área de A 
pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação em torno 
do eixo x, pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, V, é igual 
ao produto da área de A pelo comprimento da circunferência 
gerada, na rotação em torno do eixo y, pelo centro de massa de A. 
Pois bem, destas informações conclua que 


Vy Vy 


2m(área de A) 


27r (área de A) 


Determine o centro de massa da região A dada por 1 < x° + y? < 4, X 
> 0 ey > O. (Sugestão: Com as funções f e g dadas por 
f(x)= 4 - x2,0<x<2e g(x)= yl x? se0<x<1oug(x)=0 
se 1 < x < 2 o teorema de Papus se aplica. Calcule então V, V, e a 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


área de A e utilize o Exercício 10. Compare a sua solução com a do 
Exemplo 4.) 


Determine o centro de massa da região A dada por 4x° + y*< 4, y > 
0. (Sugestão: Para o cálculo de x, aproveite a simetria da figura.) 


Calcule o centro de massa do setor circular A dado por x? + y? < R?, 
O<y<axe0<x<R,comR>0e0<a. 


Suponha que a região A do plano, situada no semiplano y > 0, 
possa ser dividida em duas partes A, e A, as quais se aplica, em 
relação ao eixo x, o teorema de Papus. Suponha, ainda, que a área 
de A seja igual a soma das áreas de 4,e A, e V, = V,, + V,, em que 
y 


1x? 


V, e V, são os volumes respectivos dos sólidos obtidos, pela 
rotação em torno do eixo x, de A,, A, e A. Mostre que, em relação 


ao eixo x, o teorema de Papus aplica-se, também, a A. (Estabeleça 
resultado análogo em relação ao eixo y, supondo A situada no 
semiplano x > 0.) 


SejamA, = ((xy)|1<x<3,1<y<2),4,= [((x y)|2<x<4, 2 
<y < 3} e A a reunião de A, e A,. Determine o centro de massa de 
A. 


Determine o centro de massa do conjunto -1<x<3e0<y<(x+ 
1). (Sugestão: Resolva o problema no plano (u, y), comu = x + 1.) 


Utilizando o Exercício 9, estabeleca, para gráfico de funcáo, 
resultado análogo ao do Exercício 10. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º 
ORDEM DE VARIÁVEIS SEPARÁVEIS 
E LINEARES 


14.1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS: ALGUNS EXEMPLOS 


As soluções de muitos problemas que ocorrem tanto na física como na 
geometria dependem de resoluções de equações diferenciais. Vejamos 
alguns exemplos. 


EXEMPLO 1. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em 
cada instante t, a velocidade é o dobro da posição. Qual a equação 
diferencial que rege o movimento? 


Solução 


Neste problema, o que nos interessa determinar é a função de posição x 
= x (t). De acordo com o enunciado do problema, o movimento é regido 
pela equação diferencial de 1.º ordem 


Conforme o Exercício 2 da Seção 10.1, as funções que satisfazem tal 
equação são da forma x = ke”, k constante. Assim, a função de posição do 
movimento é da forma x = ke™. m 


EXEMPLO 2. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob 
a ação de uma única força, paralela ao deslocamento, com componente f (x) 
= —x. Qual a equação diferencial que rege o movimento? 


Solução 


Pela lei de Newton 


2x 
m =. = f(x). 
( 


Assim, o movimento é regido pela equacáo diferencial de 2.* ordem 


dex 
dt? 


+ x=0. 


Uma solução desta equação é uma função que é igual à oposta de sua 
derivada segunda. Por exemplo, (sen t)" = -sen t, assim x = sen t é uma 
solução da equação. Veja, sendo x = sen t, para todo t, 


e, 


d“x 5 l 
~ + x= (senf) +sent=0. 
dt 
A função x = cos t é também solução (verifique). Veremos 


posteriormente que as funções que a satisfazem são da forma x = A cos t + 
B sen t, com Ae B constantes. E 


EXEMPLO 3. Determine uma função y = f(x) que satisfaça a propriedade: 
o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao 
produto das coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 


Se f é uma tal função, para todo x no seu domínio 


fœ) =x fx). 


Assim, a função y = f (x) procurada é solução da equação diferencial de 1.º 
ordem 


dy 
— = yy. 
dx 
Veremos mais adiante como determinar as funções que satisfazem tal 
equação. E 


14.2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º ORDEM DE 
VARIÁVEIS SEPARÁVEIS 


Por uma equação diferencial de 1.º ordem de variáveis separáveis 
entendemos uma equação da forma 
dx 
O — = g (t) h (x) 
it 


( 
em que g e h são funções definidas em intervalos abertos I, e L, 
respectivamente. 


Uma solução de ® é uma função x = x (t) definida num intervalo aberto 
I, I C I, tal que, para todo t em J, 


x'(® =g (0) h (x ©). 


EXEMPLO 1. LM tx? é uma equação diferencial de 1.º ordem de 


dt 
variáveis separáveis. Aqui g (t)=teh(x)=x. m 


EXEMPLO 2. ma t? + x? é uma equação diferencial de 1.è ordem, mas 


dt 
não de variáveis separáveis. W 


— 
EXEMPLO 3. Verifique que x(t) = 2 — $ -1 < t < 1, é solução da 


E dx 9 
equação — = fx”. 
dt 


Solução 
Precisamos mostrar que, para todo t em ]-1, 1[, 
x (6) =t [x OF. 


Temos 


x (t) = [> =r] 


9 — 2 E - 
t [x(t)]- =") > | — | 4t 
té — 


Logo, para todo t em ]-1, 1![, 


x =t [x (01 


ou seja, x (t) = — I<t<1,é solução da equação. E 
1“ 


Na equação O, x está sendo olhado como variável dependente e t como 
variável independente. A equação ® pode também ser escrita na forma 


dy 
— = g(x) A(v) 
dx 


em que, agora, y é a variável dependente e x a independente. 


Exercícios 14.2 


1. Assinale as equações diferenciais de variáveis separáveis. 


dx ty y 
a) E = fx b) =z x>0 
dt dx Y 
dx > dx 
c) — =] +x d) — =x +t 
dt dt 
dy x+y dx > 
e) — = —— f—=x(1+1) 
dx xl +l dt 


2. Verifique que a função dada é solução da equação dada. 


l T m dx > 
a) (i) =tgt, —— < t < —e — =l +x 
2 2 dt 
=2 dy 2 
b) y (x)= — e — = xy" 
x“ +1 d 


dx > 
ojx()=4e— =t(x — 16) 


dt 
dx x2=1t 
Dx(t)=1,1t>0e — = ,t>0 
dt Í 
P 
> 
> dy 
e)y= eż e =xy 


3. Determine as funções constantes, caso existam, que sejam soluções 
da equação dada. 


, dx 2 dx e) 

a —=1-x b) — = ty” 
dt dt 
dy > dy , 

c) — =y + 2xy + 1 d ==1+y 
dx j Í dx 
dx dx X 

e) — =t(x— 1) p—- =-—,1t>0 
dt dt f 


14.3. SOLUÇÕES CONSTANTES 


Consideremos a equação de variáveis separáveis 


dx 
O — = g (t) h (x) 
dt 


com g e h definidas em intervalos abertos I, e L, respectivamente, e g não 
identicamente nula em 1. 


Consideremos a função constante 
(2) x()=a tel. 


Se h (a) = 0, então x (t) = a, t E I, será solução de Y (por quê?). 
Reciprocamente, se Y for solução de ®, devemos ter para todo t em J, 


0=g(t) h (a) 


e como g (t) não é identicamente nula em /,, resulta h (a) = 0. Assim, 


x (t) = a, t E I (a constante) é solução de ® se, e somente se, a for raiz 


da equação h (x) = 0. 


EXEMPLO 1. Determine as soluções constantes de _ =t(1-— É). 
dt 


Solução 
h(x)=1-x; h(x)=0 #8 1-xº=0. Como 
1-x=00x=1oux=-1 
resulta que 
x(t)=1ex(t)=-1 


são as soluções constantes da equação. E 


EXEMPLO 2. A equação = = 4 + x” não admite solução constante, pois 
dt 


h (x) = 4 + x? não admite raiz real. m 


Exercícios 14.3 


Determine, caso existam, as soluções constantes. 


dx > . dx “a 
dt ` dt 
dx 


dt l dt 


dx t“—] dx x“ —1 


A 


dt x ` dt t 


14.4. SOLUÇÕES NÃO CONSTANTES 


O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração é deixada para 
o Apêndice 4 nos será útil na determinação das soluções não constantes. 


Teorema. Seja a equação 


dx 
dt 


© 


= e(t)h(x) 


em que g e h são definidas em intervalos abertos I, e L, 
respectivamente, com g contínua em I, e h' contínua em L. Nestas 


condições, se x = x (t), t € I, for solução não constante de ®, então, 
para todo t em J, h (x (t)) 4 0. 


Vejamos, então, como determinar as soluções não constantes de D, 
supondo que g e h satisfaçam as condições do teorema anterior. 


Suponhamos que x = x (t), t € I, seja uma solução não constante de 0); 
assim, para todo t em J, 


x(t) = g (6) h (x ®©) 
ou 


x'(t) 


(2) DD = g(t). 


h(x (t)) 


Seja J = {x (t) | t E I}; J é um intervalo, pois x = x (t) é contínua. 


Observe que para todo x em J, h (x) Z 0. A função AG) sendo contínua em 


J admite uma primitiva H (x), neste intervalo: H’ (x) = 


ka € J. Segue 
que, para todo t em 1, 


B x 0). 
© [HDI = h (x (t)) 
Resulta de Y e ®© que, para todo t em I, 
(4) [H (x (Ð = g (ñ. 


Sendo G (t) uma primitiva de g em I, segue de ® que existe uma 
constante k tal que, para todo t em J, 


© H (x() =G (t) + k. 


Como h (x) * O em J e pelo fato de h ser contínua, segue que A (x) 


mantém o mesmo sinal em J, logo, H é estritamente crescente ou 
estritamente decrescente em J e, portanto, inversível. Sendo H a função 
inversa de H em J, resulta de O que 


x(0=H(G()+k), tel. 


Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda função do tipo 


x (6) = H (G (0) + k) 


é solução de D, onde H é a inversa de uma primitiva de — num 


h (x) 
intervalo em que h (x) 4 0, G (t) uma primitiva de g (t) num intervalo I C L 
e k uma constante. 


14.5. MÉTODO PRÁTICO PARA DETERMINAR AS 
SOLUÇÕES NÃO CONSTANTES 


Seja a equação 


(1) = = e (t) h (x) 
it 


é 


com g e h nas condições do teorema da seção anterior. O quadro que 
apresentamos a seguir fornece-nos um roteiro prático para determinar as 
soluções não constantes de ®. 


dx l 
— =g (h(x) 
dt 


dx 
h (x) 


= g (1) dt (separação das variáveis) 


dx 
Í = f g (t) dt 
h (x) 


H (x) = G(t) +k 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 


Solução 
Inicialmente, vamos determinar as soluções constantes. 
h(x)=x);x2=06x=0. 


Assim, x (t) = O é a única solução constante. 
Vamos, agora, determinar as soluções não constantes. 


X = —2———., 
t? +2k 


Como g (t) = t e h' (x) = 2x são contínuas resulta 


x(t) = Zn (k constante) 
t? + 2k 


é a família das soluções da equação. 


EXEMPLO 2. Com relação à equação do exemplo anterior, determine a 
solução que satisfaça a condição inicial dada. 


a) x(1)=0 
b) x(0)=1 
c) x(0)=-1 
Solução 


a) A solução constante x (t) = O satisfaz a condição inicial x (1) = 0. 


—? 
b) b)x() = ——— ex(0=1. 
té + 2k 
Assim, 
— 
| = => ou k=-—1. 
04 + 2k 

Segue que 


satisfaz a condição inicial dada. (Lembre-se: o domínio de uma solução é 
sempre um intervalo; no caso em questão, tomamos —./2 < t < 4/2, pois o 
domínio deve conter t = 0.) 


— 
c) x (1) = S————ex(0) = —1. 
0% 


— 


2 
-1=>—Ñ— ouk=1. 
+ 2k 


Segue que 


x (1) = 


> 


tt +2’ 


satisfaz a condição inicial dada. m 
EXEMPLO 3. Resolva = Tr 
dt 


Solução 
x (t) = O é a única solução constante. 


Determinemos, agora, as soluções não constantes. 


t3 
Inlxl = a th 


= 


daí 


ou 


fo 


Ixl= k? e3, ko >0 (k2 = eh ). 


t3 t3 P 


Sex>0, x= k e3 esex<0,x=-— 19) e 3 , segue que x= ke3,kz 
O real qualquer. Para k = 0, temos a solução constante x (t) = 0. Assim 


é a família das soluções da equação. E 


EXEMPLO 4. Determine a função y = f (x) tal que f (1) = 1 e que goza da 
propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é 
igual ao produto das coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 


Para todo x no domínio de f devemos ter 


PO) =x f 09). 


Assim, a função procurada é solução da equação 


Temos 


| cu a A 
Para k= ->,a condição y = 1 para x = 1 estará satisfeita. Assim, a 


função procurada é 


EXEMPLO 5. Determine o tempo necessário para se esvaziar um tanque 
cilíndrico de raio 2 m e altura 5 m, cheio de água, admitindo que a água se 
escoe através de um orifício, situado na base do tanque, de raio 0,1 m, com 
uma velocidade v = ./2gh m/s, sendo h a altura da água no tanque e g = 10 
m/s? a aceleração gravitacional. 


Solução 


Seja h = h (t) a altura da água no instante t. O volume V = V (t) de água 
no tanque no instante t será 


V (t) = 47 h (t) 
e assim 


(1) Er = 47 E 
dt dt 

Por outro lado, supondo At suficientemente pequeno, o volume de água 
que passa pelo orifício entre os instantes t e t + At é aproximadamente igual 
ao volume de um cilindro de base zr’ (r raio do orifício) e altura v (t) At 
(observe que a água que no instante t está saindo pelo orifício, no instante t 
+ At se encontrará, aproximadamente, a uma distância v (t) At do orifício, 
onde v (t) é a velocidade, no instante t, com que a água está deixando o 
tanque). Então, na variação de tempo At, a variação AV no volume de água 
será 


AV = —u (t) ar At. 


É razoável, então, admitir que a diferencial de V = V (t) seja dada por 


dV = —u (t) mr” dt 


ou que 


dV ` 
= —u(t) Tr. 
O dt 


De O e O resulta 
1 ” 
4 T — = —v (N rr. 


Sendo v= 20h er = 0,1, resulta que a altura h = h (t) da água no 
tanque é regida pela equação 


dh 


4 — = —0.01 20h, h > 0. 
dt 
Temos 
| a -j dt 
y 20h 
ad yh = -t + k. 
Vá 


De h (0) = 5, resulta k = 400. Assim 


h= > (-1+ 400)? 


O tempo necessário para esvaziar o tanque será entáo de 400 segundos 
ou6min40s. E 


EXEMPLO 6. Uma partícula move-se sobre o eixo x com aceleracáo 
proporcional ao quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante t = 0 a 
velocidade é de 2 m/s e, no instante t = 1, 1 m/s. 


a) Determine v = v (t), t 2 0. 
b) Determine a função de posição supondo x (0) = 0. 


Solução 


a) O movimento é regido pela equação 


dv » 


— = Qu 


dt 


em que q é a constante de proporcionalidade. 


—— =at+k 
v 
ou 
— ] 
v = 
at + k 
Para t = 0, v = 2, assim 
— ] 
2= ERA a 
Para t = 1, v = 1, assim 
— oua = — 


ro |— 


— 


| 
an = — 
2 


Portanto, 


> 
fax=| — dt 
1+t 


x=2In(1+)+k. 
Tomando-se k = 0, a condição inicial x (0) = O estará satisfeita. Assim, 


x()0=2n(1+0. m 


Exercícios 14.5 


1. Resolva 


dx dy » 
a) — = xt b) — =y 
dt dx 


dy 2 dT 


c) — =x +1 d — = —2 (T — 10) 
dx dt 
dx í dy y 
e) — = —,x>0 J— =",1>0 
dt X dx X 
dx ly = 
> =x] h S = en 
dt dx 
dv > dx 
)— =v —u )— = Int 
dt dt 
dy 1+y? ds Sá 
Db — = - r>0 m) — = te 
dx x dt 
lu v lx ÍX 
n — =— u>0 y L= = 
dv us? dt l+:1* 
dy » T T dx f T T 
p) — = cos") —— < y 4 — Pp —= —— < y € — 
dx 2 2 dt cos x 2 2 
dy 2) T 37 dv ” 
RP =c Y == y == s) —=4-v 
dx 2 f 2 dt 
dW C dx 
t) — = — (C constante) u) — = ax (x + 2) (a constante) 
dV V dt 


Determine y = y (x) que satisfaça as condições dadas. 


ly y dy 2 
a) Z =0ey(0)=1 b) E =y -4ey(1)=2 
dx dx 
ty > l ly 2 
2 =3 ey 0) = — dy =} -4ey0)=1 
dx 2 dx 
l ~ dV V 
Suponha que V = V (p), p > 0, satisfaça a equação D = =y 
fi p Yp 


constante). Admitindo que V = V,, V, > 0, para p = p, mostre que 
V'p = Vp, para todo p > 0. 


O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao 
gráfico de y = f (x), é proporcional ao cubo da ordenada do ponto 


l 
de tangência. Sabendo que f(0) = 1 e f(1) = — » determine f. 
2 


Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma certa altura. Sabe- 
se que as únicas forças atuando sobre ele são o seu peso e uma 


10. 


11. 


12. 


força de resistência proporcional à velocidade. Admitindo-se que 1 
segundo após ter sido abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, 
determine a velocidade no instante t (suponha a aceleração da 
gravidade igual a 10 m/s”). 


A reta tangente ao gráfico de y = f (x), no ponto (x, y), intercepta o 
eixo y no ponto de ordenada xy. Determine f sabendo que f (1) = 1. 


Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, 
X 
y) intercepta o eixo x no ponto de abscissa —. 


Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as únicas forças 
atuando sobre ele são o seu peso e uma força de resistência 
proporcional ao quadrado da velocidade. Admitindo-se que 1 
segundo após o início da queda a sua velocidade é de 8 m/s, 
determine a velocidade no instante t. (Suponha a aceleração da 
gravidade igual a 10 m/s?.) 


Para todo a > 0, o gráfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a 
curva x° + 2y? = a. Determine f sabendo que f (1) = 2. 


Para todo a > 0, o gráfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a 
curva xy = a, x > 0. Determine f supondo f (2) = 3. 


Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da 
propriedade: a reta tangente no ponto (x, y) encontra o eixo x no 
ponto A, de abscissa > 0, de tal modo que a distância de (x, y)a A é 
sempre 2. 


. . . y ~ 
Verifique que a mudança de variável «= — transforma a equação 
X 


ez . z . au u? 

= na de variáveis separáveis —==-——— 
dx x+y dx 1 +u)x 
Determine, então, soluções (na forma implícita) da equação 
dy y 


dx x+y 


ly | — 3x ~ 
13. Determine soluções da equação T =2 E (Sugestáo: Olhe para 
ax a 


o Exercício 12.) 


14. Verifique que a mudança de variável u = y — x transforma a 


E av 2 SAL E is du > 
equação Es = (y— x)“ na de variáveis separáveis Fa = u^ — 1. 
ax ax 

Determine, então, soluções da primeira equação. 


14.6. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.º 
ORDEM 


Por uma equação diferencial linear de 1.º ordem entendemos uma 


equação do tipo 

x dx 
(1) — =X8 (1) + fi) 
- dt 


em que g e f são funções dadas, contínuas e definidas num mesmo intervalo 
I. 


EXEMPLO 1. = = xt + 1 é linear de 1.º ordem; aqui g (t) = te f(t) = 
dt 

1. Em 

EXEMPLO 2. EE xt? é linear de 1.º ordem (é também de variáveis 


dt 
separáveis); aqui g (t)=t*ef(t)=0. m 


X mos Z ~ z T R 
EXEMPLO 3. A 5x? + sen não é linear (também não é de variáveis 


dt 
separáveis). 


Observe que na equação linear, tanto a variável dependente como sua 
derivada ocorrem com grau 1. 


Se f (t) = 0 em I, a equação ® é de variáveis separáveis e a solução geral 
será 


x = ke“0 (k E R) 
em que G é uma primitiva de g em I. Por simplicidade, escreveremos 
| Felt) dt ke R 
x = ke: (KE R) 


em que f e (t) dt estará representando, então, uma particular primitiva de 
g. E 


EXEMPLO 4. Resolva a equação L = xP. 
dt 


Solução 


Trata-se de uma equação de 1.º ordem, linear e de variáveis separáveis. 
A solução geral é 


ou 


Vamos, agora, resolver ® no caso em que f (t) não é identicamente nula 
em I. Observamos, inicialmente, que 


1 -Íg 1 {x — Ío Lla ) 
É [xe ad FE Rca MA Leto de _ 
{x -fo 
[Ea TO Je dt 
dt 


Isto é, 


Lo Ix e 
É [xe ESO Je) de 
dt dt 


A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a solução 
geral de ® no caso em que f (t) não é identicamente nula em I. Temos que 
® é equivalente a 


dx 
— — xg li) = f(t). 
dt 


Multiplicando os dois membros pelo fator integrante e Od 


obtemos 


lx fo oi 
Z-ro he JjeOdt = fte |e(1)dt 


dt 
ou 
pre 80d = pq le OA, 
Daí 
Pre KOKETE FD e fer 
ou 


x= ke 1804 +e Jet) dt f fie lOd dt (kE R) 


que é a família das soluções da equação ©. m 


Na fórmula acima, fso dte fro je O dt dt indicam particulares 


me AAN 
primitivas de eef À e FAOK respectivamente. 


EXEMPLO 5. Resolva a equação = = 3x + 4. 
dt 


Solução 


Aqui g (0) = 3 e f(0) = 4. O fator integrante é [34º _ ,—3% Então 


ou 


31 
x= ke — 


w|a 


É claro que vocé poderia ter aplicado diretamente a fórmula obtida 


anteriormente. E 


Exercícios 14.6 


1. Resolva. 


a—=-x+2 b) — =2x-1 
dt dt 
lx ix j 

c) — = xsent se = tg 
dt dt Í 
dy dT | 

e) — =x-—y f — = -2 (T- 3) 
dx dt 
dx dy 

g) = x + sen í h j = —2y + cos 2x 
dt dx 
ty ty y 

y = y In x p= = — o —1<x<]l 
dx dx x* —1 


Suponha E, R e C constantes não nulas. Resolva a equação. 


Q 0 10 0 
a REÉ-£ pr, CE 

dt C dt C 
Suponha E, R e L constantes não nulas. Determine a solução i = i 
(t) do problema 


| (0) =0 


Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma 
temperatura ambiente de 20%C; um minuto após a temperatura do 
objeto passa a 90°C. Admitindo (lei de resfriamento de Newton) 
que a temperatura T = T (t) do objeto esteja variando a uma taxa 
proporcional à diferença entre a temperatura do objeto e a do 
quarto, isto é, 


— = q (T — 20) (a constante) 


determine a temperatura do objeto no instante t. (Suponha t dado 
em minutos.) 


Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituição financeira 


que remunera o capital investido de acordo com a equação 
dC 


a) Supondo que o capital investido no instante t = O seja C, 
determine o valor do capital aplicado no instante t. 


b) Qual o rendimento mensal que o investidor está auferindo? 
(Suponha t dado em meses.) 


; 7 1C a 
Um capital C = C (t) está crescendo a uma taxa p proporcional a 
t 


í 
C. Sabe-se que o valor do capital no instante t = O era de R$ 20.000 
e 1 ano após, R$ 60.000. Determine o valor do capital no instante t. 
(Suponha t dado em anos.) 


: E ai ; dm , 
Um material radioativo se desintegra a uma taxa E proporcional a 
dt 


m, em que m = m (t) é a quantidade de matéria no instante t. 
Supondo que a quantidade inicial (em t = 0) de matéria seja m, e que 
10 anos após já tenha se desintegrado + da quantidade inicial, pede- 
se o tempo necessário para que metade da quantidade inicial se 
desintegre. 

Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com aceleração 
proporcional à velocidade. Admitindo-se que v (0) =3, v(1)=2 ex 
(0) = 0, determine a posição da partícula no instante t. 

Determine a função y = f (x), x > 0, cujo gráfico passa pelo ponto (1, 
2) e que goza da propriedade: a área do triângulo de vértices (0, 0), 
(x,y) e (0, m), m > O é igual a 1, para todo (x, y) no gráfico de f, em 
que (0, m) é a interseção da reta tangente em (x, y) com o eixo y. 
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TEOREMAS DE ROLLE, DO VALOR 
MÉDIO E DE CAUCHY 


15.1. TEOREMA DE ROLLE 


Teorema (de Rolle). Se f for contínua em [a, b], derivável em Ja, b[ 
e f (a) = f (b), então existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que f (c) = 


Demonstração 


Se f for constante em [a, b], então f(x) = O em Ja, b[; logo, existirá c em 
Ja, bl tal que f (c) = 0. Suponhamos, então, que f não seja constante em [a, 
b]. Como f é contínua no intervalo fechado [a, b], pelo teorema de 


Weierstrass, existem x, e x, em [a, b], tais que f (x) e f (x,) são, 


respectivamente, os valores máximo e mínimo de f em [a, b]. Como f (x,) 4 


f (x), pois estamos supondo f não constante em [a, b], segue que x, ou x, 
pertence a Ja, b[ (estamos usando aqui a hipótese f (a) = f (b)), daí f(x) = 0 
ou f(x.) = O. Portanto, existe c em Ja, b[ tal que f (c)=0. m 


Exercícios 15.1 


1. 


Prove que entre duas raízes consecutivas de uma funcáo polinomial 
f existe pelo menos uma raiz de f. 


Suponha f derivável em IR. Prove que entre duas raízes 
consecutivas de f há, no máximo, uma raiz de f. 


Sejam fe g contínuas em [a, b] e deriváveis em Ja, b[, com g (x) 4 
O em [a, b]. Suponha, ainda, que f(a) = g (a) e f(b) = g (b). Prove 
que existe c em Ja, b[ tal que f (c) g (c) = f(c) g' (c). 


Suponha f contínua em [a, b], derivável em Ja, b[ e tal que f (a) = f 


(b) = 0. Suponha, ainda, que O < a. Prove que existe c em Ja, bl tal 
(c) y 

que f (c) = ye . Interprete geometricamente. 
P 


an 


a 
Prove que se 12 


a 
~ +... + 2 =0entãoa,+ax+...+ax = 
n 


O tem pelo menos uma raiz em JO, 1[. 


+ 


Suponha f derivável até a 2.º ordem em R e tal que 


EM x)+ x f'(x)= f(x) para todo x 
| f(a)=f(b)=0 (a< b dados). 
Prove que f (x) = 0 em [a, b]. 


Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 2.º ordem em Ja, bl. 
Sejam X, x, e x, pontos de [a, b], com x, < x, < x, e tais que f(x,) = 


10. 


f(x) = f (x») = 0. Prove que existe pelo menos um c em Ja, b[ tal 
que f” (c) = 0. 


Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 3.º ordem em Ja, bl. 
Sejam X, X, X, € x, pontos de [a, b], com x, < x, < xX? < x,, e tais 
que f (Xo) = f (x) = f (x) = f (x,) = 0. Prove que existe pelo menos 
um c em Ja, b[ tal que f” (c) = 0. Generalize. 


Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 3.º ordem em Ja, bl. 
Sejam x, x, e x, pontos de [a, b], com x, < x, < x, eP (x) o 
polinômio de grau no máximo 2 e, portanto, da forma P (x) = a, x° 
+ a, x + a,, tais que 


P (xo) = (0), PX) = f @) e P (45) = (4). 


Seja z um ponto de [a, b], com z É {Xp Xp X,) e seja a o número 
real tal que 


fz) =P (z2) + (z - x) (Zz - x) Z- x,)a. 


. z de "3 
Prove que existe pelo menos um c em Ja, b[ tal que a = J A 


(Sugestáo: Considere a funcáo 
FO) =f) =P x) = (xx) (x) (x= x,) a 
e aplique o exercício anterior.) 


Nas condições do exercício anterior, prove que, para cada x em [a, 
b], existe pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


fœ =P (0 + Í 


3! 


(x — Xo) (x — x1) (x — x2). 


Generalize. (Observação. O polinômio P (x) acima denomina-se 
polinômio interpolador de f (x) relativo aos pontos x, x, € x, e 


pode ser obtido rapidamente pela fórmula 


A mom). É . Mapia Mm . 
P(x) = Ef (x0) + 4 (1) E A f(x) 
(xo — x1) (xo — x2) (xı — xo) (x1 — x2) (x2 — x0) (x2 — x1) 


X — xo) (x — x2) 


devida ao matemático italiano J. L. Lagrange (1736-1813).) 


15.2. TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Seja f uma função definida em [a, b]. Consideremos a função S dada por 


l “(b)- Ff 
S(x)= f (a) + J (0) J (a) (x — a). 
b=a 


O gráfico de S é a reta passando pelos pontos (a, f (a)) e (b, f (b)). Na 
demonstração do TVM iremos utilizar a função dada por 


g (xX) = f (x) - S (x), x em [a, b]. 


Observe que g (a) = g (b) = 0. 


Teorema (do valor médio — TVM). Se f for contínua em [a, b] e 
derivável em Ja, b[, então existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


f (b) — f (a) = f (c) (b — a). 


Lo ñE 
Demonstração 


Seja g função dada por 
g (x) = f (x) - S (x), x em la, b] 


Como g é contínua em [a, b], derivável em Ja, b[ e g (a) = g (b), pelo 
teorema de Rolle existe c em Ja, b[ tal que g' (c) = 0. Temos 


rww =f w- s wes a= L- SO, 
b-a 


Assim, 
p b) f (c 
8 (x)= (x)— ZO) -I w., 
b=a 

Daí 

q f (b)— f (a) 

g'()=f()J— > =Q. 
b-a 

Portanto, 


f(b) -f(a)=f (c) (b-a). m 


Exercícios 15.2 


1. Sejam I um intervalo, f uma função contínua em 7 e tal que | f(x) | 
< M para todo x no interior de I, em que M > O é um real fixo. 
Prove que quaisquer que sejam xe y em I 


FO) fO)I<MI|x-y1. 
2. Prove que quaisquer que sejam s e tem [1, +oo[ 


|Ins=Int|>|s-t]. 


Sejam a < b dois reais dados. Prove que 


b— a 
Prove que quaisquer que sejam a e b,a < b, 
arctg b — arctga<b-a. 
Conclua que para todo x > 0 


arctg x < x. 


Seja f: R > R uma função. Dizemos que x, é um ponto fixo de f 


se f (xo) = Xo- 


a) Determine os pontos fixos de f (x) = x? — 3x. 
b) f (x) = x? + 1 admite ponto fixo? 
c) Mostre que f terá ponto fixo se o gráfico de f interceptar a reta y = 
x. 
Seja f: R > R e suponha que f(x) 2 1 para todo x. Prove que f 
admitirá no máximo um ponto fixo. 


Suponha que g (t) seja uma primitiva de f (t) em [0, 1], isto é, para 
todo t em [0, 1], g' (© = f (t). Suponha, ainda, que f (t) < 1 em JO, 
1[. Prove que 


g (t) -g (0) < tem Jo, 1]. 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = 
p(t). Sabe-se que q(0) = 0 e q (1) = 1, isto é, nos instantes 0 e 1 a 
partícula encontra-se, respectivamente, nas posições x=0ex= 1. 
Prove que em algum instante c, O < c < 1, v (c) > 1. (Sugestão: 
Observe que q' (t) = v (t) em [0, 1] e utilize o exercício anterior.) 


15.3. TEOREMA DE CAUCHY 


Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, 
inicialmente, definir reta tangente a uma curva em R’. 

Por uma curva em R°? entendemos uma função que a cada t pertencente a 
um intervalo I associa um ponto (g (t), f (t)) em R?, em que fe g são 
funções reais definidas em /. Dizemos que, 


= g (1) 


= 


SA 


= f (t) 
são as equações paramétricas da curva. 


EXEMPLO 1. Seja a curva de equações paramétricas x = t, y =t, t em R. 
Quando t varia em R, o ponto (t, t?) descreve a parábola y = x”. 


y 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = cos t, y = sen t 
com t € [0, 27]. Quando t varia em [0, 27], o ponto (cos t, sen t) descreve a 
circunferência x? + y?= 1. 


(cos f, sen t) 


Suponhamos, agora, fe g deriváveis em I, t, E I e g' (t) 4 0. Vamos 
definir reta tangente à curva no ponto (g (t,), f t). 


E (1,), f (15) 


\ 


(g (t), f (1) 


O coeficiente angular da reta secante s, é 


fO- f to) 
8 (1)— 8 (to) 


Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente 
à curva no ponto (g (t), f (t,)) igual a 


, (t) — f (to 
lim POr Jo). 
t>to 8 (0) 8 (to) 


Temos: 


f (1) f (to) 


lim Í O- f (to) = li t — to — f’ (to) 
t>t 8(1)— 8 (to) t>t g (1) — g (to) 2' (to) 
{Į — to 


Definimos, então, a reta tangente à curva em (g (t,), f (t,)) como a reta 
Fo 


= to) a 
que passa por esse ponto e que tem coeficiente angular Fao A equação 
£ Uo 


da reta tangente à curva em (g (t,) (to), f (t,)) é então 


f’ (to) 


, 


y-$fio)= (x — 8 (9). 


0 


Suponhamos, agora, f e g contínuas em [a, b], deriváveis em la, b[ e g'(t) 
Z 0 em Ja, bl. Observe que as condições apresentadas anteriormente 
implicam g (a) 4 g (b). 


fío 


g(a) g(c) g (b) 


f )- fla. 
g (b)— g (a) 


Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c), f (c)) tal que a 
TE) 


O coeficiente angular da reta S é 


tangente neste ponto é paralela à reta S. O coeficiente angular de T é — 
5 


(c) 
Então, para este c, 


Ffb- fla _ f'o. 
g (b)— g(a) g'(c) 


Teorema (de Cauchy). Se f e g forem contínuas em [a, b] e 
deriváveis em Ja, b[, então existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


[f (b) - f (a)] g'(c) = Lg (b) — g (a)] f (c) 


ID= = Ste) 
g(b)— g(a)  g'(c) 


-Se g(b) * g(a) e g (c)% 0. 


Demonstração 
Seja h (x) = [f (b) — f (a)] g (x) ~- [g (b) — g (a)] f(x), x E la, b]. 
| h é contínua em [a, b] e derivável em Ja, bl 
| h(a) = h(b) (verifique). 
Pelo teorema de Rolle, existe c em Ja, b[ tal que h' (c) = 0, daí 


[ f(b) - f (a)] g'(c) — [g (b) - g (ay f(c) = O 


ou seja, 


[f (b) - f (a)] g'(c) = [g (b) -g (œ) f(c). m 


Observação. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos o TVM. 
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FÓRMULA DE TAYLOR 


16.1. APROXIMAÇÃO LOCAL DE UMA FUNÇÃO 
DIFERENCIÁVEL POR UMA FUNÇÃO AFIM 


Seja f uma função derivável em x, e seja T dada por 
T (x) = f (xo) ii f(x) (x — Xo). 


O gráfico de T é a reta tangente ao gráfico de f em (x,, f (x,)). 


Para cada x € D, seja E (x) o erro que se comete na aproximação de f 
(x) por T (x): 


O fO)=Ff(xo)+ f’ (x0)x—x0)+ E (x), x E Ds. 
DO aLa 
T (x) 


Observe que, para x * X,. 


E) _ fœ- f(x) 
X— X0 X— XO 


= f' (x0) 
daí, 


lim 2) = () 


x= Xo Xx X0 


ou seja: quando x > X, O erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x — 
Xo). 


A função 
T (x) T f (xo) i fx) (x = Xo) 


é a única função afim que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero 
mais rapidamente que (x — x,). De fato, se S (x) = f (x,) + m (x — x,) for uma 
função afim passando por (x, f (x,)) tal que 


Fœ = f(x) + m (x= x) + E, œ, x € D; 


E, (x) 


em que | lim = 0, então necessariamente m = f (x,). (Verifique.) 


Xo Xx — AO 


Segue que, se f for derivável em x,, 


T (x) = f (xo) al Pf) (x 5 Xo) 


é a função afim que melhor aproxima localmente a f em volta de x,. 

A função T acima é uma função polinomial de grau no máximo 1; será 
do grau 1 se f(x,) 4 O. Assim, T é o polinômio de grau no máximo 1 que 
melhor aproxima localmente a f em volta de x,. 

Observe que os valores de fe T em x, são iguais, bem como os de suas 
derivadas: 


(xo) = T (xo) e f (xo) = T(x). 
O polinômio 
P (x) = f (xo) i f (xo) (x = Xo) 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de x,. 


O próximo teorema fornece-nos uma expressão para o erro E (x), que 
aparece em ® em termos da derivada 2.º de f. 


Teorema. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo I e sejam x, x, 
€ I. Então, existe pelo menos um y no intervalo aberto de extremos x e 
X, tal que 


f(x) 


(x — xo)”. 


Fx) = flo) + f'o) (A — xp) + 


E (x) 


Demonstração 
E (x) = f x) — [f (xo) + P() (x — xo). 
Assim, 
E (x) = 0 e E(x,) =0. 


(Observe que E'(x) = f(x) — f(x), pois f (x,) e f (x,) são constantes.) 
Seja h (x) = (x — x,)5 segue que 


h (x,) = 0 e h'(x,) = 0. 


Temos 


E (x) = E(x)- E (xo) | 
h (x) h(x)— h (xo) 


Pelo teorema de Cauchy, existe x, no intervalo de extremos x, e x tal que 


Tendo em vista E'(x,) = h'(x,) = 0 


E (x) _ E (41) E'(x0) 
h(x) HAU) h'(xo) 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x; no intervalo aberto de 
extremos x, € x tal que 


E(x) _ E”(¥) 


h(x)  h"(X) 


Como E" (x) = f'(x) e h" (x) = 2 


Portanto, 


n — 


(7) 
poet > (x— x0)? 


para algum x no intervalo aberto de extremos xe x E 


EXEMPLO 1. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo T e seja x, € I. 


Suponha que existe M > O tal que | f'(x) | < M para todo x € I. Prove que 
para todo x em I 


` M 9 
If) — Po) Is > Ix— gl 


em que P (x) = f(x) + f(xo) (x — xo). 
Solução 


De acordo com o teorema, existe x entre x e x, tal que 


. IE 3 
If — P(x) = f . (x — xo) 
ou 
m l o — 2 
Ifœ@)— P (x)= > METE xo 
daí 
É M s E 
IfO)— P()I= y Ix— xls xE]. a 


- 


EXEMPLO 2. Avalie In 1,003. 
Solução 


Seja f (x) = In x. O polinômio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de x, 
=1é: 


PO)=f0+f(1)Q-1) 
e como, f(1)=0ef(1) = 1, resulta 


P()=x-1. 


Assim, 
f (1,003) = P (1,003) 
ou 
In 1,003 = 0,003. 
Interprete graficamente este resultado. 


Avaliacáo do erro 


Segue: 
f'(x)|< 1 para x > 1. 


Pelo exemplo anterior, 


IF) =P (9) 1< 2 lx 1é,x> 1. 


ho | — 


Para x = 1,003 
If (1,003) — P (1,003) | < 0,0000045. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximação 
In 1,003 = 0,003 


é inferior a 10º. Observe que 0,003 é um valor aproximado por excesso 
(faça os gráficos de fe de P e confira). E 


Exercícios 16.1 


1. Calcule o polinômio de Taylor de ordem 1 da função dada, em 
volta de x, dado. 


a)f (x)= Vx, xp =1 b) f(x) = sen x,xp=0 


Of = jx, xy =8 dfio=e*x=0 


e) f (x) = cos 3x, xp = O Dia) = , Xo = O. 


+x 
2. Calcule um valor aproximado e avalie o erro. 

a) /4.001 

b) 3/32.002 

c) sen 0,02 

d) e0,001 

e) cos 0,01 

f) In 0,99 


16.2. POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 


Vimos que o polinómio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de x,, tem 
em comum com fo valor em x, e o valor da derivada em x,. 

Suponhamos que f tenha derivadas até a 2.º ordem no intervalo Te seja x, 
€ I. Vamos procurar o polinômio P, de grau no máximo 2, que tenha em 
comum com f o valor em x,, o valor da derivada 1.º em x, e o valor da 
derivada 2.º em x,. Queremos, então, determinar P, de grau no máximo 2, 
tal que 


f (xo) = P (xo), Fo) = P'(x9) e f'(x) = P" (x). 
Podemos procurar P da forma 
P (x) =A +A, (Xx x) +A, (x— Xp)”. 


Como P (x,) = A,, devemos ter A, = f (x,). 


P'(x) =A T 2A, (x — Xo) 


P"(x) = 2A.. 


Daí, P'(x,) = A, e P"(x,) = 2A,. Segue que devemos ter 


A, = f &) 
e 
2A, = f"(xp) ou A, = I Fo). 
O polinômio procurado é então 
O P (x) = f(xo) + f'(xg) (x — Xp) + Go (x — xo). 


> 


O polinômio ® denomina-se polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem 
volta de x,. 

Observe que fe P admitem a mesma reta tangente em (x, f (x,)). Como 
P"(x,) = f'(x,), segue que se f'(x,) 4 0 e f' contínua em x, para x próximo 
de x, Os gráficos de f e P apresentam concavidades com mesmo sentido. É 
razoável esperar, então, que, para x suficientemente próximo de x,, O 


polinômio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor f do que o polinômio de 
Taylor de ordem 1. 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = e. Determine os polinômios de Taylor, de 
ordens 1 e 2, de f em volta de x, = 0. Esboce os gráficos de f e dos 
polinômios. 


Solução 


Indiquemos por P, e P, os polinômios pedidos. 


Temos 


P, (x) = f (0) + f (0) (x — 0) 


f”(0) 


> 


Pa (x) = f(0) + f'(0) (x — 0) + (x— 0. 


De f(x) = f'(x) = e, segue f (0) =f"(0) = 1. 


Assim, 


P.()=1+x 


P¿(1)=1+x+ 24. 


Seja P o polinômio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x,. Para cada 
x em D, seja E (x) o erro que se comete na aproximacáo de f (x) por P (x). 
Assim, para todo x em D, 


f"(x0) 
” 


FO) =f (Xp) + F (Xp) (A — xp) + (x — xo” + E (x) 


ou 


o) 


- 


» pa ~p i À X ) f 
E (x) = f(x) — E (xo) + PMA — Xp) Y 0) ¡e | 


Temos: 
Ex) =$ (0) — f(x) + f(xo) (x — Xp) ] 
E"(x) =f"() — f"G) 
E "ù cm fra). 

Assim, 


E (x,) = E'(x,) = E"(x,) = 0. 
O próximo teorema fornece-nos uma expressão para o erro E (x) em 


termos da derivada de 3.º ordem de f. 


Teorema. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo I e sejam x, x 
em I. Então, existe pelo menos um y entre x e x, tal que 


Fox) 


f"(xo) 
” 


FOO) =F (0) +f xX) (x — xp) + (x— xp)? +: 


- 


Demonstração 
E (x) = E'(x,) = E"(x,)) = 0 e E” (x) = f(x). 
Sendo h (x) = (x — x9)?, 
h(«)=h'(x)=h"(x)=0eh"(x)=6=3! 
Temos 


E(x) _ E(x)— Elx0) 


h(x) h(x)— h (xo) 


Pelo teorema de Cauchy existe x, entre x e x, tal que 
E (0) _ EX) 
h(x) h'(x) 


Temos 
E(x) _ E'(x1) — E (xo) 
ho hp) — h'(xo) 


Pelo teorema de Cauchy, existe x, entre x, e x; tal que 


E (x) _ E”(x2) 
h(x)  h"(%2) 
De E” (x) =0 =h" (x,) segue 


E (x) _ E”"(x2) - E” (xo) 
h(x)  h"(X2)— h"(xo) 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe y entre x, e x, tal que 


E (x) o E" (X) l 
h(x)  hA"(X) 


Como 
E“G)=f"O)eh"G)=3! 
f "o X ) 


” (x — o 


E (x) = 


EXEMPLO 2. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo I e seja x, € 1. 


sr 


Suponha que existe M > 0 tal que | f(x) | < M para todo x em I. Prove que, 


para todo x em 1, 


A M 
IF) =P (915 x= xo E 


onde 


P (x) = f (%0) + f’ (Xp) (x — xp) + 1 (o) É ia E 
Solução 
De acordo com o teorema anterior 
FO) -Pal ER œ- x) = If" Go llx — xp P. 
Daí, para todo x em J, 
fœ- Pals x Lx — xp É r 


EXEMPLO 3. Calcule um valor aproximado para In 1,03 e avalie o erro. 
Solução 


Seja f (x) = In x. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em 
volta de x, = 1. 


E Es ma 4 2 
PO=I0+8"Da-n+ LO 4-1 
cá Es | E a 
De f(x) = — ef” (x) = —- —, seguef (1)= lef (1) = —1. Assim, 
x x4 
l >) 
P(x)=0+(x- 1)- Ei de 1y 


ou 


> 


P()=(x- D)- >a- Rê 


Temos 


In 1,03 = P (1,03) 
mas, 

P (1,03) = 0,02955, 
logo 

In 1,03 = 0,02955. 


Avaliação do erro 


5 
f" (x) = 7 assim, | f” (x) | < 2 para x > 1. Pelo exemplo anterior, 
À 2 3 
If) — PGQ)I=< — Ix— 11, parax = 1. 
31 


Segue que 


E” É rel 
1f(1,03) — P (1,03) | = 3 * 0,03 


ou 
| f (1,03) — P (1,03) | < 0,000009. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximação 

ln 1,03 = 0,02955 


é inferior a 10”. (Observe: 0,000009 = 9 - 10* < 107.) 


Como, para x > 1, E(x)= f E cá (x — py > 0, segue que 0,02955 é 
uma aproximação por falta de In 1,03. a 


EXEMPLO 4. Calcule um valor aproximado para ł}/7,9 e avalie o erro. 


Solução 


Seja f(x) = Yx. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em 
volta de x, = 8. 


i s l cm 8 » 
Po) =18 +1 "6108 + LL as? 
De 
e ME 2 2 
f r 3 ef (x)= no 3, 
segue que 
fr (8)= =—ef"(8) = na 
3682 12 9 (8) 144 
Daí 
Ps bege p=) 
A: | 288 ` 
logo, 
P (7,9) =2- MS 1.9916319. 
12 288 
Assim, 


3/7,9 = 1,9916319. 


Avaliação do erro 


8 


f" (x) 10 a 3 uf” (x) 10 
> ” = o = O . E = >>, 
27 27 Ñ x8 


Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 7,9 e 8. Como 
1,8? = 5,832 < 7,9, segue que, para todo x, 7,9 < x < 8. 


31,83 <Yx 


e, portanto, 


Daí 


10 


SET pedi < “as AS 
27 3x8 | 27- (1,8) 


e, portanto, para 7,9 < x < 8, 


À 5 3 
Ifo)-—- P (ðI s ———— Ix- 8 
J 81 - (1,8) 


e daí 


$09) = P ADS A < O 


(Observe: 81 - (1,8) > 1.000 => < 107°.) Deste modo, o módulo 


| 
81- (1,8) 
do erro cometido na aproximação 
3/7,9 = 1,9916319 


é inferior a 10º. m 


Observação. A escolha de 1,8 foi feita por inspeção. Poderíamos ter 
escolhido 1,9, pois, (1,9)? < 7,9. Com a escolha de 1,8 conseguimos um 


| 0 | 0 
M>0|M= a tal que 1f”(x)|= qe, <Mpara79<x=<8, 
| 27 - (1,8)? ) 275 x’ 


o que nos permitiu utilizar o Exemplo 2. Evidentemente, quanto menor o M, 
menor será a majoração para o erro. Neste problema, a escolha de 1,9 seria 
preferível. Se tivéssemos escolhido 1,9, chegaríamos à conclusão de que o 


z 


erro cometido na aproximação é, em realidade, inferior a 10%. Observe, 
y nr x 
ainda, que, para 7,9 < x < 8, E (x) = JW) 


(x— 8)? < 0, o que mostra que 


1,9916319 é aproximação por excesso. 
Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo Te seja x, € I. Seja E (x) O 


erro que se comete na aproximação de f (x) por P (x), em que P (x) é o 
polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de x,; 


f” (xo) 
> 


FO) =f) + Fº (Xp) (x — xp) + ~- (x — xp) + E(x). 


Vamos mostrar a seguir que, para x > x,, O erro E (x) tende a zero mais 
rapidamente que (x — x,)”. De fato, 


=I =” (xo) » 
E (x) , f(x) == Fixo == J (xo Mx — xo j= LL y - ža)” 0 
lim — r lim — M =| — 
x > Xo (x— x0) x> Xo (x — xp)? 0 
Pela 1.º regra de D’ Hospital 
. E (x E (G9)- fF (xo) f" (xo) (x — xo 
lim ( A o f œ f (xo) Co) 0) 
x> xo (XT X0) x>x9 2 (x — xp) 
¡A "(x — f' (xo a 
2 x> Xo Xx — X0 
=0. 
Assim, 
: E (x 
lim aniu- =0. 
x> xo (X— X0)“ 
Provaremos a seguir que 
: E (ta 2 
P (x) =f (Xp) +f (Xp) (x — Xp) + Rd (x — Xp) 


é o único polinômio de grau no máximo 2 que goza da propriedade de o 
erro E (x) tender a zero mais rapidamente que (x — x,)?, quando x > Xp. 


Seja então 


FO) = f (xo) +A (X= xo) + B (x x) + E, (x) 


em que 
lim aw = 0. 
x> xg (Xx— Xp)” 
Vamos provar que 
A =f'(%) e B= F” Go) e. 
De fato, de 
lim A e lim e UE PR 
x> xy (X— X0)“ x> xp (X— x0)“ 
segue 
lim 2. 0 


- 
x > Xo (x — xo)“ 
e, portanto, 


PETIERE " (xo), 
É 00) 00 EO a- xo)? [14 (00) + 89207 


lim - 
XX (x — x0)“ 


uma vez que 


- 


E ER da Am (x = 20) | — [A (x— xo) + B (x — xo)? 1. 


Segue que 


7 ( f” (xo) | 
(f' (x0)— A) (x— xo) + | Lo) p Ja — xp)? 
im A el 
x>xp (x— xo)“ 
daí 
Eg (xo) A]+ E o ¿e B (x— X0) 
lim ————— a0 


x>X Xx X0 


0 
o que implica A = f(x,) (observe que, se tivéssemos A % f(x,), O limite 
acima náo poderia ser zero). Assim 


*(x0) 
| Len B |a- xo) 


lim = ( 


x> Xo Xx — Xo 


e, portanto, B = cia 


EXEMPLO 5. Seja f(x) = — Mostre que P (x)=1+x+x*é0 
— X 

polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de x, = 0. 

Solução 


Basta mostrar que E (x) = f (x) — P (x) tende a zero mais rapidamente 
que x°, quando x > 0. 


q 
y ——=1l-x-x* 
, E (x) : F =P) |— x 
lim —= lim === = lim - 
x>0 xX“ x>0 L x> 0 b s 
3 
: x x 
= lim ——— = lim = 0. 
x50 xº — xº x>01- x 


Outro processo. Calcular f (0), f(0) e f'(0) e verificar que 


2 + Y f”(0) 2 
l+tx+x =f(0)+f(0)(x — 0) + — (x— 0)". a 


Dizemos que q (x) é um infinitésimo, para x > x, se , m p(x)=0. 
7 “D 

Sejam q (x) e q, (x) dois infinitésimos, para x > x,. Dizemos que q (x) é um 
infinitésimo de ordem superior à de q, (x) se, para x > X» q (x) tende a zero 


: f . (x) ; 
mais rapidamente que q, (x), ou seja, se lim HH =0. E usual a 
x> Xp P1 (x) 


notação 
p (x) = o (q, (x)) para x > Xo 


para indicar que q (x) é um infinitésimo de ordem superior à de q, (x), para 
e 


Assim, sendo q (x) e q, (x) infinitésimos para x > Xx» 


: X 
lim eu) 
x> xo P1 (x) 


=0 S ọ (x) = o0 (9; (x)) para x — xp. 


Observe que x — x, só é infinitésimo para x > x,; assim, 
E()=0(x-x) 


significa que E (x) é um infinitésimo de ordem superior à de x — x,, para x 
> Xo 


Do que vimos anteriormente, segue que 


O) FE) =f E) + fE) (A x,) + 0 (x -= xo) 
f” (xo) 


> 


(x— xp)" + O ((x — xo) ). 


(ii) FO) =f xo) +f (xo) (x — xp) + 


Exercícios 16.2 


1. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de x, 
dado. 


a) f(x) = In(l + x) e x =0 


Dia = é e x=0 
c)f (x) = Vx e x= =1 
l 
d) f (x)= = e x =0 
| = x“ 
Of) = Vx e xp =4 
f f(x) = sen x e x =0 
g)f(x) = cos x e x9=0 


Utilizando polinômio de Taylor de ordem 2, calcule um valor 
aproximado e avalie o erro. 


a) In 1,3 


g) y 0. 8 
h) cos 0,2 


Mostre que, para todo x, 


| 3 
a)l senx— xls — I xF 
3! 


E 


cosx—| |— — 
> 


- 


s —Ix1P. 


3! 


b) 


Mostre que, para0<x<1 


La. La 
O = er -{ l+tx+—xº ) < —x’, 
9 Y 


- de 


5. Utilizando a relação sen x = x + o (x°), calcule 


; 

, sen x — x . sen x — x4 

a) lim ——— b) lim ———— 
x>0 x4 x>o0+ y 


(Sugestão : o (x?) é um infinitésimo de ordem superior a x”, para x 
: ES o (x?) 
> 0, isto é, lim — =Q.) 


x>0 xo 


6. Verifique que 


, l > 2 
a) e =1+x+ E x +o(x) 


» 


XT 9 
b)cosx= 1 — E + o (xº) 


pa 


B] 
c)senx=x+o(x) 


l > 
d) In x =(x— 1) — E (x — 1) + o ((x — 19?) 


: l 
E SR |x8 sen — se x O 
Seja f (x) = < vê 
lo se x =0 


a) Determine o polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de x, 
= 0. 
b) Seja a > 0 um número real dado. Mostre que não existe M > O tal 


rr 


que para todo x em [0, al, |f” (x) | < M. 


8. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo I e seja x, € I. Mostre 
que existe uma função q (x) definida em I tal que, para todo x em I, 


E E . f” (xp) 
Jœ =f w) +7 i (xo) (x — xo) + ER 


- 


2 2 
(x — xo) + ọ (x)(x — xo) 


com lim (x)= 0. 
X -> *o 


9. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo fechado [a, b] e seja x, 
€ [a, b]. Mostre que existe M > O tal que para todo x em [a, b]. 


IF@ =P (9|<M|x= xP 


AA PP f" (xo) 
em que P (x) = f (xo) + f’ (xp) (x — xo) + a 


2 
(x — Xo). 


(Sugestão: verifique que a função q (x) do Exercício 8, com q (x,) 
= 0, é contínua em [a, b].) 


16.3. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM n 
Seja f derivável até a ordem n no intervalo I e seja x, € I. O polinômio 


ch fr (n) fẹ 
J o) Wo) (x — xo)? +... + Jo) (xo) 


P (x) = f (Xp) + f’ (Xp) (x — Xp) + 
| 2 n! 


(x — xo)” 
denomina-se polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x,. 

O polinômio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, é o único 
polinômio de grau no máximo n que aproxima localmente f em volta de x, 
de modo que o erro E (x) tenda a zero mais rapidamente que (x — x)", 
quando x > x,. (Verifique.) 

O polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x, = O denomina-se 
também polinômio de Mac-Laurin, de ordem n, de f. 


EXEMPLO 1. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 4, de f(x) = e 
em volta de x, = 0. 


Solução 


n 0 » >m 0 - (4) 0 
P@=FO+ OE- 0) + E DO -0+ lao + LO of 
fœ) = é . > f(0) = 1 
E (x) = e >f'(0)=1 
f" x)= e >f" (0)= 1 
Fa) = =f" (0)=1 
To (x) = e >f% (0) = l. 
Assim, 
l l l 
P(y)=l+xt>x2+ — xº +— xt. E 
2 3! 4! 


EXEMPLO 2. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 3, de f (x) = In 
x, em volta de x, = 1. 


Solução 
. > co” 1 cm 
P()=f(D+f mao LL a 1)? + i - (xP 

fO)=Inx >f(1)=0 
| >! 

f'(x) == sf'(D=1 
X 

N l cm 

Í (x)= -— =] (1) = —1 
KX- 
2 , 

J =- >f” (1) = 2. 
a 

Assim, 
| ga í 
P (x)=(x—1)—— (x-1) +—(x- 1)”. E 

2 3 


Teorema. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja f 
derivável até a ordem n + 1 no intervalo I e sejam x, x, € I. Então 


existe pelo menos um y no intervalo aberto de extremos x, e x tal que 


s f”+D (x i 
f (x) = P (x) + (1 — xo)" + 
i (n+ 1)! 


onde 


+ f' n) (xo ) 
n! 


l T 2 
P (x) =f (Xp) + Ff (xo) (x — xp) + - (t= o + as. 


f " (xo) 
ma (x — Xp) - 


Demonstração. Fica a seu cargo. E 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a ordem n + 1 no intervalo I e seja x, € 
I. Suponha que existe M > O tal que, para todo x em 1, 


|fe? x) |< M. 
Prove que, para todo x em 1, 


> ES M + i 
If) — P (dls ——lI x — xp l” 
` (n+ 1)! i 


em que P (x) é o polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x,. 
Solução 


Segue do teorema anterior que, para todo x em J, existe y entre x e x, tal 
que 


f+) (xX) 
(n+ 1)! 


n+1 


If (x) = P (X) | = | |x = Xp | 


Como para todo x em J, | f €+” (x) | < M, resulta 


A M 
IfO)— PQ) = E lx — xol” E 
(n +1)! 


EXEMPLO 4. 


a) Mostre que, para todo x em [0, 1], 


b) Avalie e com erro, em módulo, inferior a 10". 
Solução 
a) Seja f (x) = e. Def()=f00)=f"(9=...=f"* (x) segue que o 


polinômio de Taylor, de ordem n, de f (x) = e* em volta de x, = O é 


l l l 
P(ġ=1+x+—> x +x H. x". 
2 3! n! 


Para x em [0, 1]0<e*=f("*5(0)<e<3. 
De acordo com o teorema anterior, para todo x em [0, 1], existe y entre O 
e x tal que 


RR 


/ (n+1) Y 
eF-|1+x+ FARGO keat |= E 
À Le 3! / 


n+l 
(n+ 1)! l 


Assim, para todo x em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade na página 
anterior) 


l>, l 


ll l l 
er - | Lx + ea +... + — x” | < 


— xé 
2 
b) Parax=1 


e-[1+1+>+> +... +— 
\ y n! j 


cd ls 


Precisamos determinar n de modo que 


3 


o — 


n+ DL 


A 


; R ES. 5 | 
Por tentativas, chega-se a n = 8 a <10 ~ 
Assim, 


usr as dd 
NE 


com erro inferior a 10º. E 


. 3 
Observação. Como lim ————=0, segue do teorema do confronto, 
n5 + (n+ 1)! 


que 


lim [tt GAL me 
2. 3 


n = +% 


n! 


Mostraremos, no próximo exemplo, que e é um número irracional. 
EXEMPLO 5. O número e é irracional. 
Solução 


Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a e 
b tais que 


Para todo natural n, 


l l | 
LI += ++ (Dor que?) 
2 3 n! 


e, pelo exemplo anterior, 


( l | 1) 3 
8-1] I+1+—+— +... + | PA 
| 2 3 nl j| (n+1)! 


Daí, para todo natural n, 


a ( l l IN 3 
0<>2-|1+1+>+>— +.. +— |< — 
b \ 2 3 n! (n +1)! 
Para n > b en 2 3, temos 
Lol TE IE 
E iris Sa ne 
b \ 2 3! n! j n+l 4 


an ,. . ; z 
A = é inteiro pois n > be b é natural. 
) 


B=n! | 1+1+ - +... + a | é inteiro (por quê?). 
\ 2 n! j 


Assim, A — B é um inteiro estritamente positivo e menor que T que é 


impossível. 
Conclusão. O número e é irracional. E 


No próximo exemplo mostraremos que 


A a” 
lim ——=0 
n>+0 N! 


em que a > O é um real fixo. Este resultado será útil na resolução de alguns 
dos exercícios que seráo propostos no final da secáo. 
. a” z A 
EXEMPLO 6. Mostre que lim — = 0 em que a > 0 é um real fixo. 
n>o+0o n! 
Solução 


a 
Tomemos um natural N tal que — < 


á 


l 
2º 


Temos, então: 


e, assim, para todo natural p > 1, 


a” 


AD 
[| A | 
(N+ID(N 2) AN + p) 2 


N 
na a 
Multiplicando ambos os membros por —— vem: 
N! 


P a N 


aN+p 1 | l 
(N+ p)! 2 N! 


Fazendon=N+p 


a” 1” N aN 
n! 2, N! 
1 n=N 
De lim |— = (), segue que 
n>+012 
ar 
lim — =Q. 


n — +0 n! 


EXEMPLO 7. Mostre que, para todo x. 


lim |: + x+ 


n—>+0 


l>, 1 
— y^ 
2 3 


Solução 
Para todo x, existe y entre O e x tal que 


| l l l si 
ež =l +x +x + H.H + SÁ pl, 
2 3! n! (n +1)! 


- 


Se x > 0, e¥ < e, pois y € ]0, x [, logo 


A l 3 l 3 l . xn+l 
er = | 1+ x+ —x4 + —x? +... +4 —x” ||<e— 
2 3! n! (n+1)! 
qn+l 
Como lim ————-=0, pelo confronto, 
n>+0 (n + 1)! 
1» | 
lim I+x+—x*+..+—x” |= e*. 
n= +01 2 n! 
Se x < 0, e¥ < @ = 1, pois y E ]x, O[; logo 
l l To Ala A 
er — 1 +x +x? +x? 4... +—a” | MI 
2 3! n! (n + 1)! 
|x +] 
De lim ———— = 0, segue 


ns +œ (n + 1)! 


, | l | | 
lim ltxt>x +—>0+...+—x" jse. 
n5 +01 2 3! 


Fica provado, assim, que, para todo x, 


, l l l 
eX= lim (1+4x+=x2+>=x3+..+=—x" | 
n => +% 2 3! n! 


Esta igualdade é usualmente escrita na forma 


| | | | 
e=i+rtox+>p++t—x +... 
2 3! n! 


EXEMPLO 8. Mostre que, para todo x, 


2 / a l 4 l F E anw 02 y2n +2 
E a | LAA fe e o A ==" | <= e 
\ 2 3! n! (n+1)! 
Solução 
Pelo exemplo anterior, para todo x > 0, 
of | | 1) nt 
o se! ——. 
\ 2 3! nto) (n + 1)! 


Como, para todo x, x° > 0, resulta, substituindo na desigualdade acima x 
2 
por xê, 


2 > 
” yo" +2 


< ex” AX a 
(n+ 1)! 


E A | 
2 3! j 


e? —[1+ x2 + | 
À n: 


Para discutir o próximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma 
desigualdade para integrais. Já vimos que, se f for contínua em [a, b] e f (x) 


b 

> 0 em [a, b], então | f(x) dx = 0. Segue desta desigualdade que, se f e g 
a 

forem contínuas em [a, b] e f (x) < g (x) em [a, b], então 


b b 
FO) dx = Í g (x) dx. (Verifique.) 
a 


a 


Suponhamos, então, f contínua em [a, b]; assim, | f | também é contínua 
em [a, b] e temos para todo x em [a, b], 


FO I F sIf | 


daí, 
Bi b Be 
E | FCI dx <Í f(x) dx < | FO! dx 
E q a 


logo 


b b 
| f fœ dxs Í I f(x) | dx. 
a a 
ko 
EXEMPLO 9. Calcule | e” dx com erro, em módulo, inferior a 10. 
0 


Solução 


Para x em [0, 1], ex? < e < 3. Segue então do exemplo anterior que, para 
todo x em [0, 1], 


E Á | laz” y2n +2 
ER | 1+ x? +t t... + — 102 || <3 == — 
2 n! (n+ 1)! 
Temos: 
l 2 l pio oi, É. | a god 
Í e*” dx =j 1+ x? +—xt +... +x?" Jas <Í er =(1 + x“ +— x! + 
0 DA 2 n! j 0 2 
| 3y2n+2 
Fact ! x2n | dx < | E 
1! o (n+1)! 
Como 
l 3y2n+2 3 
| E dx = aaa ai na 
0 (n+1)! (2n +3) (n+1)! 
resulta 


Qn +3) (n + 1)! 


<= 


lo, l/ os | 
Í e” dx-— | | l+x2+>xº+..+— x2n Jas 
0 0 2 n! 


Por tentativas, chega-se que, para n= 7, 


i -5 
(Qn + 3) (n +1)! 


Assim, 


a Fi 2,1 16 1 u 
| e” dx= Í | 1+ x? + —x4 + —xô +... +—x! Jas 
0 0 2 3! n 


- 


com erro, em módulo, inferior a 10™. m 


Exercícios 16.3 


1. Determine o polinômio de Taylor de ordem 5 em volta de x, dado. 


a) f(x) = sen x e xy = 0 
b) f (x) = cos x e x =0 
Cc) f(x) = In x e xp =1 
df) = Vx e =] 
ef = (1 + 5” e xq = 0, em que a + O é um real dado. 


2. Sejam n um natural ímpar e f (x) = sen x. Mostre que, para todo x, 


3 5 a=] 
x` x 
xD + — -...+(-1) 2 <= —=——-. 
3! 5! n! (n+ 2)! 


+ > 
„n | xl” de 
sen x — < 


3. Avalie sen 1 com erro, em módulo, inferior a 107. (Sugestão: 
utilize o Exercício 2.) 


4. Mostre que, para todo x, 


yə x ye" +1 
senx= lim x= — + — —... + (1) ——— 
n>+0 3! 5! (Qn+ 1)! 
ou 
3 5 q 
x X X 
SENX=XI—— +—— — — +... 


3! 5! 7! 


5. Calcule um valor aproximado com erro, em módulo, inferior a 
107. 


| 5 l 2 
a) | sen x^ dx b) | el dx 
0 ( 


Mostre que, para todo x, 


x2 x4 xô x2n 
cosx= lim |1-=—+—-= —+..+4l)” 
n>+0 2 4! 6! (Qn)! 
ou 
E Mn 
cosx=|-— + — — — 
2 4! 6! 
no 5 ]— z” +1 
a) Verifique que 1+t+ f +... + = ——— (1% 1). Conclua 
l~t 


que, se |t| < 1, 


Ñ 7 n l 
lim (1+1+1%+...+1%)=—— 
n>>+0 l-t 


ou seja, 


=I+t+H +. e 


=| 


b) Verifique que 1 - t+ té - +... + (-1)" t é o polinômio de 
Taylor, de ordem n, de Le em volta de 0. 
t 
l > 
T—— (1 -1+1%—...— (1) t”) 


ia o ETR 
Sugestão: Mostre que lim ————————————————————————— = 0. 
150 pr 


c) Mostre que a função E (t) dada por 


l > 
O E A 
l+:tf 
é contínua em ]-1, + œf. 


d) Mostre que, para todo x > —1, 


ya e qt ti x 
In (x + 1) = x— — + — — +... + (—1)” +| E (t) dt. 
2 3 4 n+l 0 
f XxX | Y 
| Sugestão: In (x + 1) = | dt... | 
o: O l+t 
) a x? x y? xn+l 5 
e) Verifique que yx->D +=- +... +(-1)" e o 
2 3 4 n+1 


de k l 
polinômio de Taylor, de ordem n + 1, de ln (x + 1) em volta de 0. 


8. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arc tg x 
em volta de 0. 


9. Seja fœ) = ——. 
Ja f(x) 142 


Xx” 

a) Mostre que P (x) = 1 - x? + x! — xº + x? — x" é o polinômio de 
Taylor, de ordem 10, de f em volta de x, = 0. (Não é necessário 
calcular as derivadas de f !!) 

b) Mostre que a função E (x) dada por 


| 
l+x 


=| — e + A = PE e — yO + E (x) 


” 


é contínua em E. 


“rr 


c) Olhando para o polinômio do item (a), calcule f (0), f ” (0), f 
(0) etc. 


10. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 11, de g (x) = arc tg x 
em volta de x, = 0. 
XxX 


| Sugestáo: arc tg x = f — dt e utilize o Exercício 9. | 
i o 1++$* / 


11. Seja f (x) = (1 + x)%, em que q % O é um real dado. Determine o 
polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de x, = 0 e dê a 
expressão do erro em termos da derivada de ordem n + 1. 
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ARQUIMEDES, PASCAL, FERMAT 
E O CÁLCULO DE ÁREAS 


17.1. QUADRATURA DA PARÁBOLA: MÉTODO DE 
ARQUIMEDES 


Um dos criadores do Cálculo Diferencial e Integral foi o grande 
matemático grego Arquimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. 
Uma de suas inúmeras descobertas foi a fórmula para o cálculo da área de 
um segmento de parábola. Nosso objetivo aqui é obter tal fórmula seguindo 
o raciocínio rigoroso de Arquimedes. Vamos então considerar o segmento 
de parábola limitado pela parábola y = x? e pela corda AB. 


j 5) 
j y=x* 


a 
(a+2my 


Mf. 
A L [(a+2m +02 
i 
a 
t d t não 
a a+m a+2m 
Fig. 17.1 


Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios 
dos lados não paralelos é a semissoma das bases, resulta que a ordenada de 


“(a+Im+a? 
Mé A 


- 


Pela Fig. 17.1, 


(a + 2m)? +a? S 
MN = TA (a + m)Y. 


ds 


Ou seja, 


(OK?) 


A altura do triângulo AMN em relação à base MN é m. Também, a altura do 
triângulo BMN em relação à base MN é m. Como 


MN = m? 


altura em relacáo a base MN = m 


segue-se que a soma das áreas dos triángulos AMN e BMN é: 


n? n n? n 
mef mR 
i 


área AAMN + área ABMN = =m 


- - 


Portanto, a área do triângulo ANB é m’. Vamos destacar este resultado 


Área do triángulo ANB = m’. 


Vamos entáo ao cálculo da área do segmento parabólico. A seguir, 
suporemos A coincidindo com a origem do sistema de coordenadas. 


Pal 
E E 
/ j 
Y / f 
Fá L 
Hae da "N 
Z a 
ALT - 
0 b/2 b 
Fig. 17.2 


Na Fig. 17.2, o valor de m é b/2. Assim, a área T do triángulo ANB é (b/2)* 
= b'/8. 


a a 3 
Area do triângulo = rg 
8 


A área do triângulo ANB é uma primeira aproximação para a área do 
segmento parabólico ANB. Vamos melhorar esta aproximação. Vamos 
somar a esta área as áreas dos triângulos AN,N e NN,B (Fig. 17.3). 


Área ANN = Área NN,B = (b/4) = b*/64 


Segue-se que 


Área AN,N + Área NN,B = b*/32 = T/4. 


Observe que a soma das áreas dos triângulos ANN e NN,B é 
exatamente um quarto da área T do triângulo ANB. 


Assim, 


T+ E =T(145] 
4 4 


é uma segunda aproximação, e melhor, para o nosso segmento 
parabólico. 


b 
Fig. 17.3 


Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as 
áreas dos novos triângulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas 
áreas é b”/128, que é exatamente um quarto da área anteriormente 
acrescentada, que era de b*/32. 


T Lo 
2 INE 
42 4 42 


é uma terceira aproximação, e melhor, para o nosso segmento 
parabólico. 


Continuando o raciocínio acima, é razoável esperar que a fórmula para o 
cálculo de tal área seja: 


z zj l 1 
Area do segmento parabólico = T | 1 + a * al 


Então, para chegar à fórmula para a área do segmento parabólico, é só 
calcular a soma da progressão geométrica infinita de primeiro termo 1 e 


5 | 4 A : a 
razão a que sabemos ser —. (De acordo?) Só que Arquimedes não 


trabalhava com limites infinitos. Para chegar a fórmula 


e a 4 
Area do segmento parabólico = 37 


Arquimedes primeiramente utilizou o seu MÉTODO de descoberta: 
verificou “por meio de uma balança” que o peso do segmento de parábola 
era exatamente quatro terços do triângulo ANB (veja referência 
bibliográfica 1 no final do capítulo). Em seguida, admitiu que o valor da 


A 4 ~ . 
área era —T e, por uma dupla reducáo ao absurdo, provou a sua veracidade. 


E o que faremos a seguir. Temos 


+ 3 l 3 4 3 3 l 
Ds so o o SE te us fi r fi, A 
4 4 4 4 42 4 g g 
Continuando o raciocínio acima, obtém-se 
3 3 3 3 l 
l=D+5>+5+te+t>D+— 
4 42 42 gn gn 


Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por último 
multiplicando os dois membros por T, resulta 


É ci 7 x A e , 4 
O objetivo é então provar que a área do segmento parabólico ANB é zT- A 


prova será feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a área do 
segmento parabólico não pode ser menor que —T, e na segunda, que a área 
3 


$ . ~ . E 4 . e 
do segmento parabólico náo pode ser maior que id Indicando por S a área 
iS E x 4 
do segmento parabólico, será provado então que $ = zT- 


Para a prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte 
postulado: “A diferença pela qual a maior de duas áreas excede a menor 
pode, sendo somada a si mesma repetidas vezes, exceder qualquer área 
finita dada”, cujo enunciado moderno é: “Dados os números reais x e y, 
com x > 0, existe um natural m tal que mx > y”, que nada mais é do que a 
nossa conhecida propriedade de Arquimedes. 

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes 
propriedades: 


I. “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua 
metade, do restante mais que sua metade, e assim por diante, acabará 
restando uma grandeza menor que a menor das grandezas dadas.” 

II. “A reta tangente à parábola y = x° no ponto de abscissa a + m é paralela 
à corda de extremidades (a, a°) e (a + 2m, (a + 2m)?).” (Verifique.) 


se E ei 


| 
4 = 


a a+m a+2m 


Fig. 17.4 


Observe que a área do triangulo XYZ é maior que a metade do segmento 
parabólico XYZ. (Você concorda?) 


PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. (S < $r) 


- 


4 ; 4 
Suponhamos por absurdo que S< E Assim, 37 — S>0. Pela 


propriedade de Arquimedes, existe um natural n tal que 


4 
3-4 ($r-s) =f 
E, 
e, portanto, 
4 T 
T -S>- 
3 3-41 
Daí, 
e i 
3 3-4" 
Ou seja, 
T 
T+>+5+5+t.+—>S 
4 42 qn 
que é contradicáo, pois para todo n 
EF Es qa + + a a a + < S. (Você concorda?) 


PROVA DA SEGUNDA ETAPA. (S > $T) 


4 ' l i 
Suponhamos, agora, S E Das propriedades I e II acima, existe um 


natural n tal que 


e, portanto, 


s- [14 Pro E) es [nt | 
4 4 4", 4 4? 4n 3-4" 


Segue que 


T T E Ear T T 
T+>+5>+.+—>T+>+> +. tH 
4 44 4” 4 A de 


que é uma contradição. 


Se a área do segmento parabólico não pode ser maior e tampouco menor 
que 77, resulta que tal área é exatamente pas Em consequência, a área da 
região limitada pela parábola y = x°, O <x< b, pelo eixo x e pela reta 
x=bé r 

3 


17.2. PASCAL E O CÁLCULO DE ÁREAS 


Pela fórmula de Arquimedes para a área de um segmento de parábola, 
segue, como vimos na seção anterior, que a área da região limitada pela 


3 
curva y = x°, O < x < b, pelo eixo x e pela reta x= bé b” Passados quase dois 
3 


mil anos dessa descoberta de Arquimedes, Bonaventura Cavalieri (1598- 
1647) interessou-se pelo cálculo da área da regiáo limitada pela curva y = 
x“, O < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b, com k > 3 e natural. Utilizando o 
seu método dos indivisíveis, Cavalieri provou, para k de 3 até 9, a fórmula 

k+1 
b para área de tal região e afirmou que a fórmula era válida para todo 


k+1 
k. Nesta seção, utilizando as ideias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos 
mostrar como chegar rapidamente e de forma maravilhosa a esta fórmula, e 
na próxima seção veremos como Fermat brincou com esse problema. 

Para se chegar à fórmula, divide-se o intervalo [0, b] em n partes iguais £ 
ib ) 


E. “ 
n j 


. z A b H 
considera-se a soma S(n) das áreas dos retângulos de base — e altura | 
n À 


para i = 1, 2, ..., n (Fig. 17.5). 


Fig. 17.5 


k o ak 3 k k 
S(n) = 212) + (>) + 2(%) o dê 2 (mo) | 
nin, n\n, n\n, n\n, 


E, portanto, 


„k+l 


; ; f À . 
s(n) = TNA + +n. 


nkt! 


Indicando por S, a soma 1* + 28 +3% + ... + n“, resulta 


_¿k+1 Sk 
Sim = b "k+ . 
. em de A 
Para resolver o problema, basta determinar o limite de — para n 
n 


tendendo a +œ. E isto se faz utilizando a identidade de Pascal, que 
estabelece uma relação entre as somas S,, S,, ..., S, e que será obtida a 
seguir (veja p. 266 da referência bibliográfica 2 deste capítulo). 

Primeiro, vamos relembrar a fórmula para o desenvolvimento do 
binômio de Newton. Chamamos de binômio de Newton a expressão (A + 
B). Observamos que, no tempo de Pascal, tal expressão não era, ainda, 
conhecida como binômio de Newton; aliás, na época em que Pascal estava 


pensando nesse assunto, Newton deveria estar com mais ou menos 12 anos 
de idade. Temos 


(A +B} =A. +2AB+B, 0, 
(A + B) = A? +3A°B + 3AB +B 


e, de modo geral, 


(A+B} =A" + (paar (5AB? +... Ben Pi as! +! 


- 


em que p | é o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por 


(8) E k! 
P) p(k-p)! 


fa pr ; RS 
Observamos que | al nada mais é do que o número de combinações de k 


elementos tomados p a p. No final da seção, utilizando o princípio de 
indução finita, que foi praticamente estabelecido por Pascal (veja p. 265 da 
referência bibliográfica 2 deste capítulo), provaremos a fórmula para o 
desenvolvimento do binômio de Newton. 

Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, fazer B = 1, 
substituir A sucessivamente por 1, 2, 3, ..., n e, em seguida, somar membro 
a membro as igualdades obtidas. 


E E (Buss (Hp AS 
E k- 1 ko 
E A A ad 


(m+1 +1 T EN +... + pi + Jn 


Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 + 1) 
+1 na primeira linha e 2***, (2 + 1)*** (ambos na segunda linha) e 3** * na 
terceira linha, ..., ((n — 1) + 1)**! na penúltima linha e n**! na última linha 
podem ser cancelados, resulta 


que é a identidade obtida por Pascal. 
Da identidade acima segue que, para k = 1, 


>) 2 
(n+ 1 =1+ (i]s +n 


(ON 
e, portanto (lembrando que | 1 |=2), 


_ n+D-d+n) _ (n+ Da a 


Parak= 2, 


E assim por diante. 

Logo, S, é um polinómio de grau 2 na variável n. Observe que S, nada 
mais é do que a soma da progressáo aritmética 1, 2, 3, ..., n. Como S, é do 
grau 2, pela identidade acima, S, será do grau 3 na variável n. Fica a seu 
cargo verificar que S, é um polinómio de grau 4 na variável n e, de modo 
geral, S, é um polinómio de grau k + 1 na variável n. E a sobre 


o grau de S, será fundamental no cálculo do limite de —— para n tendendo 


nE+I a 
a infinito, e é esta observação que, para mim, aim lindo o método de 
Pascal. Espero que você concorde comigo! Vamos, então, ao cálculo do 
limite mencionado acima. 

Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por n'* 
1. Temos 


(n+ Dt! ltn (k+) _% „(k+ Sk-s k+1\ S 
AA) at) rt ii) e 


De 


nan (nto (O 
nk+1 n n 
segue que 
+ qpk+i 
lim seo E = 1. 
n=>w n 


Como os graus de S, _,,S,-»» ++- 9, € S, são, respectivamente, k, k — 1, ..., 
3e2,eograuden**! é k + 1, segue que o limite, para n tendendo para 
infinito, de 


i A + 
é zero. (Você concorda?) Como (É À ') = k + 1, resulta 


lim E a 
n>0w nk+1 k+1 


Conclusáo: 


pkt! 


l i l k+1 Sk 
lim S(n)= lim b = —, 
n5 0 n5 0 nkt! k+1 


Observamos que S(n) é uma aproximação por excesso da área da região 
limitada pela curva y =x 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro 
lado, 


: 2 (2) b(b b(2b Y b ((n—1)b 
s(n) = — |— +—[— a tl DS O e ra 
nin, nin, n\n RA n 


(veja Fig. 17.6) é uma aproximação por falta da área em questão. 


Procedendo-se de forma análoga, prova-se que 
A l pk +1 
lim s(n) = 

n>% k+1 


(Verifique.) 


2b (i— Db (n—-Db b 


Fig. 17.6 


Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a fórmula para o cálculo 
da área acima mencionada. 

A seguir, utilizando o princípio de indução finita, vamos provar a 
fórmula para o desenvolvimento do binômio de Newton. Antes porém 
vamos estabelecer tal princípio. No que se segue, P(k) indicará uma 
proposição (que pode ser falsa ou verdadeira) associada ao natural k. Por 
exemplo, 


2H > k 
k+1=k 


k(k + 1) 


f 


- 


1+424+3+..+k£= 


são proposições associadas ao natural k. Qual o menor número possível de 
condições que devemos impor a P(k) para que P(k) seja verdadeira para 
todo natural k > a (a natural)? Evidentemente, a primeira condição a impor 
é que P(k) seja verdadeira para k = a. Suponhamos, além disso, que para 
todo k > a 


P(k) > P(k + 1). 


Sendo então P(a) verdadeira e como 


P(a) > P(a + 1), 
resulta que P(a + 1) será também verdadeira. 
P(a + D)> P(a + 2) 


logo, P(a + 2) também será verdadeira. Prosseguindo com este raciocínio, é 
razoável que se conclua que P(k) seja verdadeira para todo k > a. Quem nos 
garante que isto realmente acontece é o princípio de indução finita, cujo 
enunciado é o seguinte: 


Princípio de indução finita (PIF). Sejam a um número natural dado e 
P(k) uma proposição associada a cada natural k, k > a. Suponhamos 
que 


() P(k) seja verdadeira para k = a; 


Gi) para todo natural k > a 


P(k) > P(k + 1). 


Nestas condições, P(k) será verdadeira para todo natural k > a. 


Para a prova da fórmula do desenvolvimento do binómio de Newton, 
vamos precisar, ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais 


Ma kN (k+1 
P, p+1 = ptl 
e cuja verificação deixamos a seu cargo. Vamos então à prova de que para 


todo natural k, k 2 2, P(k) é verdadeira em que P(k) é a proposição 


(A +B} =f + (i)a 1 B+ (5) 47282 + + (o) APPA +B 


k 


Para k = 2 a fórmula é verdadeira, pois, 


2 


(A + B? = A? + 2AB + B? = A? + [1 


Jas + Bº. 


Provemos então que P(k) = P(k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois 
membros de P(k) por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida, 
por B e utilizando a propriedade dos coeficientes binomiais acima (e 


lembrando que 1 = (5) = (7, )) resulta: 


[o 48 + [1 )atB +... + (5 Jar+1=pgr +... + (p ja! + 
0 Y P, k 


+ (042 +... + ( E UI ee ant + Bon! 
poi k=l 


k+1 
k 


k+1' 


E 
; P 


i Jara +... + 


Jabti=rgr +... + last + t+ 
cuja soma é exatamente o desenvolvimento do binômio de Newton (A + B)* 
+1. Portanto, para todo k > 2, P(k) = P(k + 1). Fica, assim, provada a 
fórmula do desenvolvimento do binômio de Newton para todo natural k, k > 
2. 


17.3. FERMAT E O CÁLCULO DE ÁREAS 


, l ; k 

Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a fórmula ? Es 

a 

para o cálculo da área limitada pela curva y = x“, 0 < x < b, pelo eixo x e 

pela reta x = b, k natural. Fermat procedeu da seguinte forma: considerou 

um número E, como O < E < 1, e dividiu o intervalo JO, b] em infinitos 
subintervalos da forma 


-~ IDE! DEM, ..., [DE?, bE?], [DE?, DE], [DE, b]. 


Observe que b, bE, bE?, bE’, ..., bE' 7 t, bE ', ... é uma progressão 
geométrica de razão E e que E' tende a zero para i tendendo a infinito, pois 
O<E<1. 


f q ” 
A y bEIT l bE* bE b 


Fig. 17.7 
A área do retângulo R , dado porbE'<x<bE'*,0<y<(bE'"5*é 
área R, = DE (1 - E)BEM D=b (1 - E)(E** i71, i = 1, 2, 3, .. 


Segue que as áreas dos retângulos R, formam uma progressão geométrica de 
primeiro termo b** (1 — E) e razão E*+*'. Antes de prosseguir, vamos 
relembrar as fórmulas para as somas dos termos da progressão geométrica 
finita e infinita de razão q e primeiro termo 1: 


= „k+1 
ER A E PE. 
[= 
(verifique por indução finita) e para0<q<1 
I++ ++.. +E.. = — À 
—q 


Fazendo q = E **!, a soma das áreas dos retângulos Ri é 


bk+I(1— E) 


k+l; : 2 E Mea 
PF (-Etgrg +t.. +7+...)= E 


f A Ék+1 
[HEAR ++ e E 


resulta 


pk+1 


soma das áreas dos retângulos ; = — 2 
14 E+ E? +... + El 


Observamos que a soma das áreas dos retângulos é uma aproximação por 
excesso da área da regiáo em questáo e que quanto mais próximo de 1 
estiver E melhor será a aproximacáo. Para E tendendo a 1 (em verdade, 
Fermat simplesmente substituiu E por 1 na soma acima), a soma acima 


pet 


tenderá a "Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximação 


k+1 
por excesso considerássemos aproximação por falta. 

Você gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat 
continua válido mesmo quando k é um número racional! Mas se você 
gostou muito mesmo, utilizando a progressão geométrica 1, E, E’, E’, ..., 
com E > 1, e supondo k natural, k > 2, mostre que a área da região limitada 


pelo gráfico de y = En x= 1, pelo eixo x e pela reta x = 1 é dada pela 
X 


fórmula 1. 
k—1 
Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) já estava 
calculando a área sob a curva y = ax””, para x de O a x, utilizando a 
primitiva ¿=——axtmtmin da função. O Teorema Fundamental do 
m+n 
Cálculo estava nascendo, e o Cálculo Diferencial e Integral, nas mãos de 


Newton, se consolidando. (Veja referência bibliográfica 2, abaixo, p. 290.) 
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Apêndice 
1 


PROPRIEDADE DO SUPREMO 


A1.1. MÁXIMO, MÍNIMO, SUPREMO E ÍNFIMO DE UM 
CONJUNTO 


O objetivo desta seção é introduzir os conceitos de que necessitaremos 
para enunciar a propriedade do supremo. Como veremos, é esta propriedade 
que diferencia R de Q; é, ainda, esta propriedade que torna o sistema dos 
números reais uma cópia perfeita da reta. O enunciado de tal propriedade 
será objeto da próxima seção. 

Seja A um conjunto de números reais. O maior elemento de A, quando 
existe, denomina-se máximo de A e indica-se por máx A. O menor elemento 
de A, quando existe, denomina-se mínimo de A e indica-se por mín A. 

Dizemos que um número m é uma cota superior de A se m for máximo 
de A ou se m for estritamente maior que todo número de A. Diremos que m 
é uma cota inferior de A se m for mínimo de A ou se m for estritamente 
menor que todo número de A. 


EXEMPLO 1. Seja A = (1, 2, 3}. Temos: 
a) 1éo mínimo de A, 1 = mín A; 3 é o máximo de A, 3 = máx A. 


10 3 Í 
b) 3, —, 100 são cotas superiores de A. 
3 


Ls . : 
c) 1,0, =z são cotas inferiores de A. E 


- 


EXEMPLO 2. Seja A= {x E R]|1<x< 2). Temos: 


a) 1=mínA. 


t +2 t+2 


= também pertence a A et < E 


b) Para todo t € A, (verifique). 


Assim, para todo t em A, existe um outro número em A que é 
estritamente maior que t; logo, A não admite máximo. 
c) Todo número m < 1 é uma cota inferior de A. 


1+2 


—p rr 


l : 2 
d) Todo número m > 2 é uma cota superior de A. m 


Um conjunto A pode não admitir máximo; entretanto, poderá admitir 
uma menor cota superior. Por exemplo, o conjunto 


A=(xeR|I<x<2) 
não admite máximo, mas admite uma menor cota superior que é 2. 


A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se 
supremo de A e indica-se por sup A. 

É claro que se A admitir máximo m, entáo, m será, também, o supremo 
de A. Entretanto, A poderá náo admitir máximo, mas admitir supremo; por 
exemplo, o conjunto A acima náo admite máximo, mas admite supremo 2 : 
2 = sup A. 

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se 
ínfimo de A e indica-se por inf A. 

Se A admitir uma cota superior, entáo diremos que A é limitado 
superiormente. 


Se A admitir uma cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente. 


Exercícios A1.1 


1. Determine, caso existam, o máximo, mínimo, supremo e ínfimo. 


a)A={xER]|-3<x<4} 
b)A={xER|-3<x<4} 
Cc) A=Ax E R]|x<5) 
d) A=1x € R|x>2) 
da=lreri2<o | 

| x+3 | 
f) A={xER]||3x-1|>1} 
g) A = {-3, —1, 0, 2, 1} 
h, Í | 


A=} — |nen! 


| n+1 | 


2. Assinale os conjuntos do Exercício 1 que são limitados 
superiormente. 


” 
XT 


—|IxER | 
LE | 


é limitado superiormente? Por quê? 


Fm 
| 


A1.2. PROPRIEDADE DO SUPREMO 


Admitiremos a seguinte importante propriedade dos números reais. 


Propriedade do supremo. Todo conjunto de números reais, não vazio 


e limitado superiormente, admite supremo. 


Pelo fato de IR satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é um 
corpo ordenado completo. Os teoremas centrais do cálculo dependem desta 
propriedade de R. 


Uma consequência importante da propriedade do supremo é a 
propriedade de Arquimedes. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y são dois reais quaisquer, 
então existe pelo menos um número natural n tal que 


nx > y. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx < y; consideremos 
então o conjunto 


A=4nx|nEN). 


A é não vazio (1 - x = x € A) e limitado superiormente por y, logo 
admite supremo. Seja s o supremo de A. Como x > 0, S — x < s; assim S — X 
náo é cota superior de A (por qué?); logo existe um natural m tal que 


S Xx < mx 
e daí 
s<(m+1)x 


que é uma contradicáo, pois s é o supremo de A e (m + 1) x € A. Deste 
modo, supor nx < y para todo natural n leva-nos a uma contradicáo, logo, nx 
> y para algum natural n. E 


O próximo exemplo exibe-nos duas consequéncias importantes da 
propriedade de Arquimedes. 


EXEMPLO 


: | 
a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural n tal que — < x. 
n 


b) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x. 
Solução 


a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que nx > 1 e, 
portanto, — < x. (Observe: nx>1=>n%0). 
n 


b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal quen>x. m 


A propriedade que apresentaremos na próxima secáo é uma outra 
consequéncia importante da propriedade do supremo e será utilizada várias 
vezes no texto. 


Exercício A1.2 = 


Prove que se A for não vazio e limitado inferiormente, então A admite 
ínfimo. 


A1.3. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE DOS 
INTERVALOS ENCAIXANTES 


Seja [ a, b, ], [ a, b, ], [ a,, b, 1, ..., la, b, ], ... uma sequência de 
intervalos satisfazendo as condições: 


(i) Lap ba] > La, b, ] > La, b,] >... >[La,b,]> ... (ou seja, cada 
intervalo da sequência contém o seguinte); 


(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que 
b,-a,<r 
(ou seja, à medida que n cresce, o comprimento do intervalo [ a,, b, ] 


vai tendendo a zero). 


Nestas condições, existe um único real a que pertence a todos os 
intervalos da sequência, isto é, existe um único real a tal que, para todo 
natural n, a, <a <b,. 


Demonstração 


A = {ap A, a, ..., Ap ...) é não vazio e limitado superiormente, pois 
todo b, é cota superior de A. Assim, A admite supremo; seja a tal supremo. 
Como q é a menor cota superior de A, para todo natural n temos 


a <a<b. 


Se ß for outro real tal que, para todo n, 
a, <P<b, 
teremos, para todo n, 
la-B|<b,-a, 
Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0, 
|a=PB|<r. 
Logo, a = f (por quê?). m 


A1.4. LIMITE DE FUNÇÃO CRESCENTE (OU 
DECRESCENTE) 


Sejam f uma funcáo e A um subconjunto do domínio de f. Dizemos que f 
é limitada superiormente em A se existir um número real M tal que, para 
todo x E A, f(x) < M. 

Por outro lado, dizemos que f é limitada inferiormente em A se existir 
um número real m tal que, para todo x € A, f(x) 2 m. 


Teorema Seja f uma função definida e crescente em ] a, b [. 


a) Se ffor limitada superiormente em ] a, b[, então 


lim f(x)= L, L finito, 


x> br 
comL=suplf(xy)|xela, bl). 


b) Se fnão for limitada superiormente em ] a, b [, então 


lim f(x)=+ o. 


x>b” 


Demonstração 


a) O conjunto (f(x) |x E ]a, b [ } é não vazio e limitado 
superiormente, logo, admite um supremo L. Dado, então € > 0, existe um x, 
€ Ja, b |, tal que, L - E<f(x,) < L. Daí, para todo x em ] x, b [, tem-se 


L-€<f(x)<f()<L<L+€ 
ou seja, 
L- E<f(xX)<L+E€. 


Logo, 


lim f(x)= L 


xX 


b) Como f não é limitada superiormente, para todo M > O dado, existe x, 
€ ]a, b[, tal que f(x) > M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para todo x 
E xd, 


f()>M 
ou seja, 


lim f(x) = + o, - 
x> b- 


Fica para o leitor enunciar e provar teorema análogo para o caso de f ser 
decrescente em ] a, b [. 

Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em 
seu livro Essays on the theory of numbers, a razão que o levou à definição 
de número real (veja Apêndice 6) foi exatamente o teorema anterior. 

“Minha atenção voltou-se primeiramente para as considerações que 
constituem o assunto deste folheto no outono de 1858. Como professor na 
Escola Politécnica em Zurique, vime pela primeira vez obrigado a dar aulas 
sobre os elementos do cálculo diferencial e senti mais agudamente do que 
nunca a falta de um fundamento realmente científico para a aritmética. Ao 
discutir a noção de limite e especialmente ao provar o teorema segundo o 
qual toda magnitude que cresce continuamente, mas não além de todos os 
limites, deve certamente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a 
evidências geométricas. Mesmo agora, esse recurso à intuição geométrica 
numa primeira apresentação do cálculo diferencial, eu o vejo como 
extremamente útil, do ponto de vista didático, e até mesmo indispensável se 
não se quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma 
de introdução ao cálculo diferencial não pode se pretender científica. Para 
mim, esse sentimento de insatisfação foi tão esmagador que mantive a firme 
intenção de continuar refletindo sobre a questão até encontrar um 
fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso para os 
princípios da análise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova York.) 


Apêndice 
2 


DEMONSTRAÇÕES DOS TEOREMAS 
DO CAP. 5 


A2.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO 
ANULAMENTO 


Teorema (do anulamento). Se f for contínua em [ a, b ] e se f (a) ef 


(b) tiverem sinais contrários, então existirá pelo menos um c em [ a, b ] 
tal que f(c) = 0. 


Demonstração 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < 0 e f (b) > 0. Façamos a = a, 
e b = b,; seja c, o ponto médio do segmento [ a,, b, ]. Temos 


f(co) < 0 ou f (cp) > 0. o a 


\ ap co bo) 


Suponhamos f (c,) < O e façamos c, = a, e b, = b,. Temos f(a)<0ef 
(b,) > 0. Seja c, o ponto médio do segmento [ a,, b, ]. Temos 


c bo | 
f(c) < 00u f(c,) >0. - — | 
a] C] bj j 


Suponhamos f (c,) > 0 e façamos a = a, e c, = b,. Assim, f (a) <0 ef 
(b,) > O. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de 
intervalos 


lapbl>la,blola,bl]>--cOla,b |O: 


que satisfaz as condições da propriedade dos intervalos encaixantes e tal 
que, para todo n, 


O fla) <0ef(b,) > 0. 
Seja c o único real tal que, para todo n, 
a, <c<b 


n* 


As sequéncias de termos gerais a, e b, convergem para c (verifique). 
Segue, entáo, da continuidade de f, que 


(2) lim f(a,)=fíc)e lim f(b,)= f(c). 


n= +o n5+% 
Segue de D e de Y) que 
f(c)<0ef(c)>0 
e, portanto, f(c)=0. m 


A2.2. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO VALOR 
INTERMEDIÁRIO 


Teorema (do valor intermediário). Se for contínua no intervalo 


fechado [a, b ] e se y for um real compreendido entre f (a) e f (b), então 
existirá pelo menos um c em | a, b ] tal que f (c) = y. 


Demonstração 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < y < f (b). Consideremos a 
função 


g)=f6)- y xemla,b]. 
Como f é contínua em [ a, b], g também o é; temos, ainda 
g (a) =f(a)-y<0eg(b)=f(b) - y > 0. 


Pelo teorema do anulamento, existe c em [a, b ] tal que g (c) = 0, ou 
seja, f(c)=y. m 


A2.3. TEOREMA DA LIMITAÇÃO 


Para a demonstracáo do teorema de Weierstrass, necessitaremos do 
teorema da limitacáo, cujos enunciado e demonstracáo seráo objeto desta 
secáo. 

Dizemos que f é limitada em A E D, se existir M > O tal que, para todo x 
em A 


FO) I<M. 
Da definição acima, segue que, se f não for limitada em B € D, para 


todo natural n, existe x, € B, com |f(x,) | > n. 


Teorema (da limitação). Se f for contínua no intervalo fechado la, 


b], então f será limitada em [a, b]. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que f não seja limitada em [ a, b]. Façamos a 
= a, e b=b,; existe, então, x em [a,, b, ] tal que |f(x,) | > 1. Seja c, o ponto 
médio de [a,, b,l; f não será limitada em um dos intervalos [ a}, c, ] ou [ c,, 


b, ]; suponhamos que não seja limitada em [c,, b, ] e façamos a, = c e b, = 
b,. Não sendo f limitada em [a,, b, ], existirá x, € [a,, b, ] tal que | f(x,) | > 
2. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de 
intervalos 


la,bl>la,blola,b]>--cOla,b JO 


satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos encaixantes e tal 
que, para todo natural n > 0, existe x, E [ a,, b, ] com 


O Ifa >n 


lim fal = 


00 . rs. 
Mon +0, Seja, agora, c o único real tal que, 


Segue de ®© que 
para todo n > 0, 


cEla.b.] 
Como a sequéncia x, converge para c (verifique) e f é contínua em C, 
resulta que im If ( X)l=If(c)l que está em contradição com 
E m fana) 5 +. Fica provado que a suposição de f não ser limitada em 


[ a, b ] nos leva a uma contradição. Portanto, fé limitada em [ a, b]. m 


A2.4. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE 
WEIERSTRASS 


Teorema (de Weierstrass). Se f for contínua em [a, b ], então 
existirão x, e x, em | a, b ] tais que f(x,) < f (x) < f (x,) para todo x em [ 


a,b]. 


Demonstração 


Sendo f contínua em [a, b ], f será limitada em [ a, b], daí o conjunto 


A=tf()|xela,b] 


admitirá supremo e ínfimo. Sejam 


M=suplf(xw|x€E la, b ]) 


m=infif(9|x€ [ a, b]}. 


Assim, para todo x em [ a, b], m < f (x) < M. 
Provaremos, a seguir, que M = f (x,) para algum x, em [ a, b ]. Se 
tivéssemos f (x) < M para todo x em [ a, b ], a função 


l = - 
g (x) = —————, x€ la, b] (veja observação abaixo) 
M E Í (x) 


seria contínua em [ a, b ], mas não limitada em [ a, b ], que é uma 
contradição (se g fosse limitada em [ a, b], então existiria um f > O tal que 
para todo x em [a,b ] 


e S 


A 


e, portanto, para todo x em [a,b ], 


B 


e assim M não seria supremo de 4). 

Segue que f (x) < M para todo x em [ a, b ] não pode ocorrer, logo 
devemos ter M = f (x,) para algum x, em [a, b]. Com raciocínio análogo, 
prova-se que f (x,) = m para algum x, em [a,b]. m 


Observação. A ideia que nos levou a construir tal função g foi a seguinte: 
sendo M o supremo dos f (x), por menor que seja r > 0, existirá x tal que M 
-r < f (x) < M; assim, a diferença M — f(x) poderá se tornar tão pequena 
quanto se queira e, portanto, g (x) poderá se tornar tão grande quanto se 
queira. 


Apêndice 
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DEMONSTRAÇÕES DO TEOREMA DA 
SEÇÃO 6.1 E DA PROPRIEDADE (7) DA 
SEÇÃO 2.2 


A3.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA SEÇÃO 6.1 


Lema 1. Seja a > 1 um real dado. Então para todo € > 0, existe um 
natural n tal que 


| 
an —1<e. 


Demonstração 
Pelo binômio de Newton (veja Seção 17.2), para todo natural n > 1 
(1+ €">1+ne 


a-—l 


Tomando-se n tal que 1 + ne > a | basta que n > | resulta 


(1 + €e”>a 


ou 


l 
l+e>an 


e, portanto, 
| 


an -1<e. a 


Lema 2. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Então, para todo € > 0, 
existem racionais r es, com r < x < s, tais que 


ar -= a < €. 


Demonstração 


Inicialmente, tomemos um t > x, t racional; assim, para todo racional r < 
x, a” < a, pois, estamos supondo a > 1. Temos 


at-a'=a'(a"— 1). 


Pelo lema 1, existe um natural n tal que 


I 
an—-l<a"e 


ou 


/ 1 


a'lan-lI|<e. 


: A i l 
Escolhamos, agora, racionais r e s, r < x < s, tais que s — r < —, Para 
n 


estes racionais 


S F PSP A t 
ada -a =a (a - 1) <a 


Lema 3. Seja a > 1 um real dado. Então, para todo x real dado, existe 
um único real y tal que 


a<y<a 


quaisquer que sejam os racionais re s, comr<x<s. 


Demonstração 


Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto ta” | r racional, r < 
x} é não vazio e limitado superiormente por todo a, s racional e s > x; tal 
conjunto admite, então, supremo que indicaremos por y. Segue que 


a <y<a 


para todo racional r < x e todo racional s > x. 
Fica a seu cargo verificar que em realidade temos 


a<y<a 


quaisquer que sejam os racionais res, comr <x<s. 
Vamos, agora, provar que tal y é único. Se y, for tal que a” < y, <a, 
quaisquer que sejam os racionais r es, com r < x < s, teremos 


pise 
para todo racional r < x e todo racional s > x. Segue, então, do lema 2 que 
| YY; | SE 


para todo €> 0, logoy =y. E 


Com relação ao lema anterior, observe que, se x for racional, então y = 
a”. O único y (a que se refere o lema anterior) será indicado por f (x). Fica 
construída, assim, uma função f, definida em R, e tal que f (r) = a” para todo 


racional r. Antes de provar a continuidade de f, provaremos que f é 
estritamente crescente. De fato, se x, < x, (x, e x, reais quaisquer), teremos 


ai < f(x) < ate an < f(x2)<a 2 
quaisquer que sejam os racionais r}, S}, r, € S, tais quer, < X; <s,er,<x,< 
S,. Sendo s um racional, x, < s < x,, teremos 


f(x) <a < f (x) 


o que prova que f é estritamente crescente. 
Vamos provar, agora, a continuidade de f. Seja p um real qualquer. Pelo 
lema 2, dado €> 0, existem racionais r e s, com r < p < s, tais que 


a -a< E. 
Para todo x € Jr, s[, teremos 
IF@-fpl<a -a< € 


o que prova a continuidade de f em p. Como p foi tomado de modo 


arbitrário, segue que f é contínua em R. Se O < a < 1, a função 
f yA 

fœ =|] é contínua em R e coincide com a” nos racionais. 
\ a J 


Completamos, assim, a demonstração do teorema da Seção 6.1. 

Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Seção 6.1. Sejam r, e s, duas 
sequências de números racionais que convergem, respectivamente, para x e 
y; segue que r, + s, converge para x + y. Da continuidade da função f (x) = 
a*, segue 


lim an=a* e lim an = aY 
n— +00 n= +% 


daí 


a*a) = lim aras = lim am+sm=ag*x+), 
n—>+0 n—>+0 


(Observe que qm q% = an + Sn pois r, e s, são racionais.) 


As demonstrações das demais propriedades ficam a seu cargo. 


A3.2. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE (7) DA 
SEÇÃO 2.2 


Teorema. Existe a > O tal que cos a = 0. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que não exista um tal número a. Como cos 0 
= 1 e cos x é uma função contínua, segue do teorema do valor intermediário 
que cos x > O para todo x > 0; como sen" = cos, teríamos que a função sen x 
seria estritamente crescente em [0, +0o[ e como sen O = 0, teríamos sen x > 0 
em JO, +oo[. De cos' = —sen, seguiria, então, que cos x seria estritamente 
decrescente em [0, +o0[. Como cos x > 0 e sen x < 1 em [0, +oo[, existiriam, 
então, reais a e p, coma € J0, 1]e BE TO, 1[, tais que 


lim senx=a e lim cosx= B. 
x>+0 x= >+% 


Teríamos, também, 


lim sen2x=a e lim cos2x = B. 
x>+0 x>3+0 


Como sen 2x = 2 sen x cos x e cos 2x = 2 cos*x — 1, passando ao limite, 
para x > +o, resulta 


a=2aBeB=2B'-1 


que admite como única solução o par (a, p) em que a = 0 e f = 1, que 
contradiz a condição a E J0, 1] e 6 € TO, 1[. Tal contradição é 
consequência de termos admitido a não existência de um a > 0, com cos a 
O. Fica provado assim que existe a > 0 com cosa =0. E 


Propriedade (7). Existe um menor número a > O tal que cos a = 0. 


Demonstração 


O conjunto A = (x > 0 | cos x = 0} é não vazio e limitado inferiormente; 
logo, admite ínfimo a. Provemos que a € A. Se cos a % 0, pela conservação 
do sinal, existe r > O tal que cos x % O para a < x < a + r, que contradiz o 
fato de a ser o ínfimo de A. Segue que a é o mínimo de A, ou seja, aé o 
menor real > 0 tal quecosa=0. m 


Apêndice 
4 


FUNÇÕES INTEGRÁVEIS SEGUNDO 
RIEMANN 


A4.1. UMA CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA 
INTEGRABILIDADE 


Vamos provar que uma condição necessária, mas não suficiente, para f 
ser integrável, segundo Riemann, em [a, b] é que f seja limitada em [a, b]. 
Lembramos que dizer que f é limitada em [a, b] significa que existe M > 0 
tal que, para todo x em la, b], | f(x) | < M. 


Teorema. Se f for integrável, segundo Riemann, em [a, b], entáo f 


será limitada em [a, b]. 


Demonstração 


Como f é integrável em [a, b], tomando-se € = 1 existe uma partição P 
de [a, b] tal que 


n 
Y f(c)Ax—L 


i=] 


b 
<1 (L= Í f(x)dx) 
a 


qualquer que seja a escolha de c, em [x, .,, X;], i = 1, 2, ..., n. Sejam x; ,ex, 
dois pontos consecutivos da partição P; vamos provar que f é limitada em 


[x, - X]. Seguirá daí que f será limitada em [a, b] (por quê?). Temos 


n 
Y f(c)Ax—L 


1=1 


<] 


ou 


n 


2, fici) Ax; -L 
[= 


UÉ) 


<1 


Fc;) dx; + 


Segue que (lembre: | X+ Y|>|X|-|Y|) 
n 
ps ¡E 
Aj 
ou 
n 
O If (c) AxI< 1 + 1.2 f (ci) Ax; — Ll. 
no Fr 
ES 


Fixemos c, ¡%j, em Lx, _,, x,]; como O se verifica para todo c; em [x; E 
x), resulta que f é limitada em Lx, S03 x), j=1,2,..., n; logo f é limitada em 
la, b]. m 


EXEMPLO 1 (de função limitada e não integrável). A função 


fl sexeQ 


f(x) = |O sexgQ 


não é integrável em [0, 1]. 


Solução 


Para toda partição P de [0, 1] 


n E si cê | ¡=1 2 
Y f(c;) Ax; = | se c; for raciona (i A A) 
Eee ed i O sec; for irracional (i= 1, 2,..., n) 
n 
logo To A 2 ic) dx; não existe (por quê?) e, portanto, f não é 
max i Xi -> U j= 


integrável em [0, 1]. m 
EXEMPLO 2. A função 


1 sex=0 


"(x)= 4 1 R 
Fx) P se0<Zx=l 
LUX 


não é integrável, segundo Riemann, em [0, 1], pois, f não é limitada neste 
intervalo. 


A4.2. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR DE FUNÇÃO 
CONTÍNUA 
Sejam f uma função contínua em [a, bD)eP:a=x,<x, <x,<..<x,., 
<x,<... <x, = b uma partição de [a, b]. Como f é contínua, f assume em [x, 
“pXJ(i=1,2,...,n) valor máximo M, e valor mínimo m,. As somas 


n 
S(f,P)= Y M; Ax; 


1=1 


n 
S(f,P)= Y mi Ax; 


i=] 


denominam-se, respectivamente, soma superior e soma inferior de f, 
relativa à partição P. 


Como m, < M, segue que, para toda partição P de [a, b], 


© S (f, P) <5 (f, P). 


Sejam P e P' duas partições de [a, b]; dizemos que P' é um refinamento 
de P se P' > P. O próximo teorema conta-nos que quando se refina uma 
partição, a soma superior decresce e a inferior cresce. 


Teorema. Seja f contínua em [a, b] e sejam P e P' duas partições 
quaisquer de [a, b], com P C P”. Então, 


a) S (f, P) = S (f, P’). b) S (f, P) > S (f, P’). 


Demonstração 


a) Suponhamos que P' tenha um ponto a mais que P, isto é, 
P' =P U ï, com € [x;- ¡> Xl- Assim, 


PISA O, O OS SD 


P:a=x<x¡<... < x; -15 4< X; < ...< xy = Db. 
Sejam m , e m , os valores mínimos de f em [x;- 1 M1] e [Xi x], 


respectivamente. Observe que 
(2) mjS mj em;< mj, 


em que m; é o valor mínimo de fem [x, ,, x. 
Temos 


n 
S(f,P)= 2 m¡Ax; +m; Ax; 
a i R 


É) 


n 

S(f. P)= 2, m; Ax; + mj (Xi -x4 1) + mj, (x;-— x). 
es | Ja Y: 
AJ 


Segue de © 
my, ( x“ —x-1)+ mj, (x; — XmDzm(MH—x-)+m(x— X1) 
ou seja, 
mj (x| — Xi =1) + mj, (x; — x1) = mj Ax; 
Portanto, 
S (f, P) = S (f, P'). (Interprete geometricamente.) 


Deixamos para o aluno demonstrar, por indução finita, que se P' tem n 
pontos a mais que P, então 


S (f, P) = S (f, P’). 


b) Fica a cargo do aluno. m 


Corolário. Quaisquer que sejam as partições P, e P, de [ a, b ], 


S (f, P1) = S (f, P2). (Isto é, toda soma inferior é menor ou igual a 
toda soma superior.) 


Demonstração 


Seja P =P, U P.; assim P é um refinamento de P,, bem como de P,. Por 


(é) 
S (f, P)SS(f, P) 
e, pelo teorema, 
S(f, P) = S(f, P) e S(f,P)<S (f, P2). 
Assim, 


S (f, P1) S S(f, P) <S (f, P) S S (f, Pa). 


ou seja, 
S (f, P) S (f, Po). a 


Seja f contínua em la, b]. Pelo corolário acima, toda soma inferior 
S (f, P) é cota inferior do conjunto 


A= E (f, P)| P partição de [a, b] l. 


Segue que tal conjunto admite ínfimo. Seja L o ínfimo de A. Como toda 
soma inferior é cota inferior de A resulta, para toda partição P de [a, b], 


© S (f, P&S L=S (f, P). 


Por outro lado, para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a 
escolha de c, em [x, _,, x;], 
n 


o S(f,P)= Y f(c) Ax¡ <S(f, P). 


¡=1 


De O e O resulta 


n Z 
(5) 12 Ted — LIS S(f, PSP) 
1=1 
para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de c, em [x, _ ,, 
x;l. 
Provaremos, na próxima seção que, se f for contínua em [a, b], dado €> 
O, existirá ó > O tal que 


S (f, P)-S(f,P)<€ 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax, < ô. 


Seguirá, então, de ®© que toda função contínua em [a, b] é integrável em 
[a, b]. 


A4.3. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Antes de passarmos à demonstração do próximo lema, observamos que, 
se f for contínua em p, dado € > 0, existirá ó > O tal que, para todo s e t no 
domínio de f, 


s, tE lp-06p+ól=|f(s)-f(0 |< E. 


De fato, sendo f contínua em p, dado € > O existirá ó > O tal que, para 
todo x € D, 


(1) xElp-0,pp+0l|=>I1f(x)- f(p) |< 


to |m 


De O e de 
LF CS) = FO I=1f6S) TO) +fw)-fFOl<ifs) ft) I+IFO) fd | 
segue que quaisquer que sejam s, t € D, 
stelp-ó,p+ól=I|f(s)-fOl|<e 
Lema. Seja f contínua em [a, b]. Então, dado € > O, existe uma 
partição 
P:a=x <x,<x,<... <x, = b de [a, b] tal que 


M,-m,<€(i¡=1,2,...,n) 


em que M, e m, sáo, respectivamente, os valores máximos e mínimos de 


fem [x,., Xi. 


1 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que, para um dado € > 0, não exista partição 
P de [a, b] para a qual se tenha M, —- m, < € para i = 1, 2, ..., n. Façamos, 
então, a = a,, b = b, e seja c, o ponto médio de [a,, b,]; segue que [a,, c,] ou 
[c,, b,] não admitirá partição que satisfaça a condição M, — m, < € em todo 


subintervalo da partição. Seja [a,, b,] aquele dos dois intervalos acima que 
não admite partição satisfazendo a condição citada. Seja c, o ponto médio 
de [a,, b,]; [a,, c,] ou [c,, b,] não admitirá partição satisfazendo a condição 
citada; seja [a,, b,] aquele dos dois intervalos acima que não admite tal 
partição. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência 
de intervalos 


DIS Tod] > ... Ə lap DA Ds 


satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo 
natural k > 1, [a,, b,] não admitirá partição satisfazendo a condição M, — m, 
< € em todo subintervalo de tal partição. Seja p o único real de [a, b] tal 
que para todo k > 1, p € la,, b,]. Como f é contínua em p, parao €> 0 
acima existe ó > O tal que quaisquer que sejam s, t em [a, b] 


ste lp-6,p+ól =>|f(s)- (0 |< E. 
Por outro lado, existe k tal que 
[a,, b,] E lp — ô, p + ôl 
e, assim, para toda partição de [a,, b,], teríamos 
M,-m,< € 


em todo subintervalo de tal partição, que é uma contradição. Fica provado, 
deste modo, que, para todo € > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que 


M,-=m,< € 


em todo subintervalo [x, _,, x,] determinado por tal partição. E 


Teorema. Se f for contínua em [a, b], dado € > O, existirá ó > 0, tal 
que quaisquer que sejam s, t € [a, b] 


Is-t|só=|f(s)-fO|<e 


Lo |] 
Demonstração 
Pelo lema, dado € > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que 


€ 
Mi — m; < — 
= 


em todo subintervalo [x, _,, x,] determinado pela partição. Seja ó o menor 
dos números Ax, Ax,, ..., Ax, em que AX; = XT X,.4. 

Sejam s e t dois reais quaisquer em [a, b], com |s — t| < ó. Dois casos 
podem ocorrer: s e t pertencem a um mesmo intervalo [x, _,, x] ou s out 
pertencem, respectivamente, a intervalos consecutivos [X1 x] e IX, Xa ]. 


€ 
< €. No 2.º caso, teremos 


No 1.º caso teremos |f (s) — f(1)1< = 


FO -FOISE FA) + IG) IOI<Z + 


to |m 

|m 
| 
M 


Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e t em [a, b] 


Is-tl<ó=|f(s)-fOl<e m 


Teorema. (Integrabilidade das funções contínuas). Se f for contínua 


em [a, b], então f será integrável em [a, b]. 


Demonstração 


Segue do teorema anterior que, para todo € > 0, existe ó > 0, tal que 
quaisquer que sejam s, tem [a, b] 


Is=t|i<6= Ife — MI < E 


b= a 


Assim, para toda partição P de [a, b], com máx Ax, < ó, teremos 


~~ 


€ 


S(f,P)=S(f, P)= Y (M;—-m)Ax;< Y 


i=l ¡=1b=a 


Ax; =€ 
e, portanto, 


n = 
12, f(c1) Ax; = Lie S(f,P)-S(f,P)<e 
1=1 
(Veja O de A4.2.) 
b 
ou seja, f é integrável em [a, b], com integral | f(x) dx=L.emqueLéo 
a 


ínfimo das somas superiores de fem [a, b]. m 


A4.4. INTEGRABILIDADE DE FUNÇÃO LIMITADA COM 
NÚMERO FINITO DE DESCONTINUIDADES 


Lema. Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x 
em [a, bl, f(x) < M, então existirá um real L tal que 


lim F(x)=L. 


x= b- 


Demonstração 


O conjunto {f (x) | x E [a, b [} é não vazio e limitado superiormente por 
M, logo admite supremo L. Dado €> 0, existe x, em [a, b[ tal que 


L- E<F(x)<L 
e, portanto, pelo fato de F ser crescente 
Xx <x<b=>L- E<f(x)<L 


logo, 
lim F(x)= L. a 


x=>b” 


Teorema. Se f for limitada em [a, b] e contínua em [a, bl, então f 
será integrável em [a, b]. 


Demonstração 
Vamos supor, inicialmente, f (x) > O em la, b]. Como f é contínua em [a, 
t 
b[, para todo t em [a, bl, Í f (x) dx existe. Seja 
a 


t 
F(t) = Í f(x)dx,a=t<b. 
a 


Como f (x) > O em [a, b] e limitada neste intervalo, resulta que F é 
crescente e limitada em [a, b[; pelo lema, existe L tal que 


(1) lim j f(x) dx = L. 


t> br 


Vamos provar que f é integrável em [a, b] e que j f (x) dx = L. Como f 


é limitada, existe M > O tal que para todo x em [a, b], O < f(x) < M. Tendo 
em vista ®, dado €> 0, existe b,, a < b, < b, tal que 


b 
Í ! f(x)dx- L | E. 
a 4 


„E€ 
Podemos escolher b, de modo que M (b — by) < r Por outro lado, 


existe ó > O (que pode ser tomado de modo 2Mô < E] tal que, para toda 


partição P, de [a, b,], com máx Ax, < ô, 


a. € 
2 f (ci) Ax; — Í f(x) dx|< T 


P a 


Temos, também, para toda partição P, de [b,, b], 


IN f (c) Ax;l < hd (por quê?). 
P, 4 


Seja, agora, uma partição P qualquer de [a, b], com máx Ax, < ô, e 
suponhamos que b, € [x,.,,x,] 


Cj 1 cj 2 


Xá Xi] bi Xj Xn 


temos 


n il n 
| SA = | E Fear +A a+ Ef) Ax; - Ll = 
= [=] 


[= 


gu] . b b 
=| E fc) Ax +fcj (01 = xj 1) > f roa] ' f(x)dx- L+ 
i=] i a a 
n 
+ ba f(c;) Ax; + Pl Cj, ) xj F bı) + f(c;) Ax; Pl Cj ) (bj = X; 1) = 
i=j+1 2 l 
i j=l , by 
-flep æ- bplesl E Fc) Ax, + flc) (01 -x-i Í f(x) dxl + 
J2 J i=1 a 
by n 
+ | | f (x) dx — L | + | E f(c) Ax; +f(c;, ) (x; == by)! =P | fcc) (x; = X; — 1) = 
a i=j+1 NS O 
€ € € € 
= feo py fe )Ma=bpl<t+E+Z4+£=e. 


Portanto, f é integrável em [a, b] e 


b 
fio)dx=L. 


a 


Deste modo, o teorema fica provado no caso f (x) > O em [a, b]. Se f não 
verifica esta condição, pelo fato de f ser limitada em [a, b], existirá a > O tal 
que f(x) + a > 0 em la, b]. Pelo que vimos acima, f (x) + œ será então 
integrável em [a, b]. Para todo x em [a, b] 


f=Ift)+al-a 


logo, f é integrável em [a, b], por ser soma de duas integráveis em la, 
b]. m 


Observacáo. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em [a, b] e 
contínua em Ja, b], então f será integrável em [a, b]. 


Deixamos a seu cargo a demonstracáo da propriedade: se f for integrável 
em [a, c] e em [c, b], entáo f será integrável em [a, b] e 
b c b 
f(x) dx = Í f(x) dx + Í f(x)dx. 
a a Cc 


Como consequência do teorema anterior e da propriedade acima, vem o 
seguinte corolário, cuja demonstração é deixada para o leitor. 


Corolário. Se f for limitada em [a, b] e descontínua em apenas um 


número finito de pontos, então f será integrável em [a, b]. 


A4.5. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CRESCENTES 
OU DECRESCENTES 


Se f for crescente em [a, b], f assumirá em [a, b] valor máximo f (b) e 
valor mínimo f (a). Seja P uma partição qualquer de [a, b]; podemos, então, 
considerar as somas superior e inferior de f relativa à partição P: 

Z n 
S(f,P)= Y f (xi) Axi 


i=l 


n 
S(f,P)= 2 f (x;-1)Ax;. 


E 1=1 


As propriedades demonstradas no caso de f se contínuas permanecem 
válidas no caso de f ser crescente. Temos 


= n 
S(f, P)- S(f,P)S È [f (xi)— f (xi—1)] máx Ax; (verifique) 


l — 
e, portanto, 
E (f, PA S(f, P)=S[f (b)— f (a)] máx Ax;. 


Se f(b) = f (a), f será constante, logo integrável. Podemos supor, então, f 
E 


(b) > f (a). Então, dado € > O e tomando-se ô = » para toda 


f(b)— f (a) 
partição P de [a, b], com máx Ax, < ô, 


S (f, P)— S (f, P)< e€ 


e, portanto, 


n 
2 Ste da =L 


i=] 


= S(f,P)—S(f,P)<e 


em que L é o ínfimo das somas superiores $ (f, P). Fica provado assim o 


Teorema. Se f for crescente em [a, b], então f será integrável em [a, 


b]. 


Observação. Se f for decrescente em [a, b], então — f será crescente e, 
portanto, integrável; como f = — (—f), segue que f será, também, integrável 
em [a, b]. 


O próximo exemplo nos mostra uma função integrável cujo conjunto dos 
pontos de descontinuidade é infinito. 


EXEMPLO. Seja f: [0, 1] > IR dada por 


n n 


— n+l neN 
fO)=4(n+1 Es Sacada E do 
| l se x=1 
e E Lo = | Lo. 2 | 
| f&œ&)=0 se 0=<x<-—;f(x)=- se — Ss x <> etc. | 
i 2 2 2 3 ) 


- - 


Como f é crescente, resulta que f é integrável em [0, 1]. Observe que f é 
descontínua em todos os pontos do conjunto infinito 


| l 
(rT EN* i, [a] 


A4.6. CRITÉRIO DE INTEGRABILIDADE DE LEBESGUE 


Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade 
que nos permite reconhecer se uma função f é ou não integrável em [a, b], 
olhando apenas para o conjunto dos pontos de [a, b] em que f é descontínua. 
Para estabelecer tal critério, precisamos primeiro definir conjunto de 
medida nula. 

Seja A um subconjunto de R e seja L, L, ..., 1, ... uma sequência de 
intervalos; dizemos que tal sequência cobre A se 

+00 


AChUGU a ULU = Y l; 


isto é, se A estiver contido na reunião de tais intervalos. 


EXEMPLO 1. Seja A=4—In EIN” ; a sequência dada por 
Un 


I, = ERP ES «n=1,2,..., cobre A, pois 
an 


n 2” n 2 


ACLULULU.. 


Observes1 E = 1h 145 [i2eh=|5- S ro 
2 2L2 ` 2 2 < 


No que segue, m (I) indicará a amplitude do intervalo I; assim, se T = [0, 
2], então m (I) = 2 - 0 = 2; se I = rapnn=ç 


Seja A C R; dizemos que A tem medida nula se, para todo € > O dado, 
existir uma sequência de intervalos L, L, I, ..., 1,, ... que cobre A e tal que 


+% 
2 m(L)< e m 
n=] 
~ + e E 
Observação: Y m(l)= lim Y m(l,). 
n=1 k>3+0 n=] 


Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 < q < 1, então 


a 7d AS 7 = 1 (verifique). 
- q 


E = € = 
Se tomarmos O < q < EE (e > 0). teremos 


qts + tg = <e 
Ea 


EXEMPLO 2. Mostre que 4 = E — A neN* à tem medida nula. 


Solução 


Dado €> 0, tomemos q tal que O < q < EEE 


Consideremos a sequência de intervalos 


cu La n | l n = 5 
n= 2 q +54 „n=l, 2,... 


n de n de 


Tal sequência cobre A e, como m (1,) = q”, resulta 


+o , i 
E ml)=q9g+ 9 +... +g" +.. i l ce 
-q 


n=1 


portanto, A tem medida nula. 
Seja A C R; dizemos que A é enumerável se existir uma sequência a,, 


A», -..» Ap, -.. tal que 
A=(a |nE N*. m 
EXEMPLO 3. N é enumerável, pois, 
N= {a |n E N*3 
em quea,=Nn-1. E 


EXEMPLO 4. O conjunto A dos racionais estritamente positivos é 
enumerável. 


Solução 


3 
VA 4 
4 4 4 4 4 
| 2 4 5 


A= {a,|n E N*} 


em que 


EXEMPLO 5. O intervalo [0, 1] não é enumerável. 
Solução 


Suponhamos, por absurdo, que fosse enumerável; existiria, então, uma 
sequência a,, a,, ... tal que 


[0, 1] = (a, |n € N}. 
Seja, agora, c, € ]0, 1[, com c, % a,; a, não pode pertencer a 
(1) [O, cil e [c;, 1]. 


Seja [a,, B,] o intervalo em O que não contém a,. 
Seja, agora, c, € Ja,, B,[, com c, % a,; a, não pode pertencer a 


(2) [ar¡, co] e co. By]. 


Seja [a,, B,] o intervalo em Y que não contém a.. 


Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequência de 
intervalos 


la, 6] 2 la, p] > ... > lap BID a 
tal que, para todo natural n > 1, 
a, É [an Pal 
Por outro lado, existe pelo menos um real p € [0, 1] tal que 


p E la, Bl 


para todo n > 1. Segue que 


pa, 
para todo n > 1, que é uma contradição. E 
EXEMPLO 6. Todo conjunto A enumerável tem medida nula. 


Solução 


Dado € > 0, consideremos a sequência 


| | | 
Ia = la "2 q”, apn + z q" , n= 1,2, A 
como O < q < a é A = (a, In € N*). Tal sequência cobre A e 
€ 
+00 , 
E md)=9+9+..+9+..<e. a 


n=1 
EXEMPLO 7. Prove que A = (1, 2, 3) tem medida nula. 
Solução 


A= (a, |n € N*}, em que a, = 1, a, = 2, a, = 3 e a, = 3 para n > 3; logo 
A é enumerável e, portanto, tem medida nula. E 


EXEMPLO 8. Seja A C R; se A for finito, então A terá medida nula. 
Solução 


Suponhamos que A tem p elementos; batizando os elementos de A por 


Xp Xp «+=» Xp resulta A = (x,, x, ... x) = (a, | n € N*) em que a, =x, a, = 
Xy »»», 4, = X, € A, =x, para n > p. Assim, A é enumerável; logo, tem medida 
nula. E 


Vamos, agora, enunciar, sem demonstração (para a demonstração, veja 
Elon Lages Lima, Curso de Análise — Volume 1), o seguinte 


Critério de Lebesgue 


Seja f limitada em [a, b] e seja A o conjunto dos pontos de [a, b] em 


que f é descontínua: A = (x € [a, b] | fé descontínua em x}. Então, 


fintegrável em [a, b] + A tem medida nula. 


Exercícios 


1. Prove que se A estiver contido em B e se B tiver medida nula, então 
A terá, também, medida nula. 


2. Prove que o conjunto vazio tem medida nula. 


3. Prove que se A e B tiverem medida nula, então A U B também terá 
medida nula. 
ll sexeQ 


4. Já foi visto que a função f(x) = jo exe Q não é integrável em [0, 


1]. Utilizando o critério de Lebesgue, conclua que [0, 1] não tem 
medida nula. 


5. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em 
[a, b], então f será contínua em pelo menos um ponto p € [a, b]. 


6. Suponha f integrável em [a, b] e f(x) > O em [a, b]. Prove que 
b 
| f (x)dx> 0. 


7. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em 
[a, b], então | f | e f também serão. 


8. Seja A o conjunto dos números irracionais pertencentes ao 
intervalo [0, 1]. Prove que A não tem medida nula. 


9. Dê exemplo de um conjunto não enumerável que tenha medida 
nula. (Pesquise!) 


Utilizando o critério de Lebesgue, decida se a função dada é ou não 
10. integrável. 


o L pra |x exen 
a) f: [0, 1] > R dada por s0=( ads 


l 
sen se sen — # 0 
x 


b) f: 10,1] — R dada por f(x) = sen — 
, X 


l 
| sesen—=0 ou x=0 
x 


E, | 
c) f: [0,1] — R dada por f(x) = E ni jo h em que A = ji In e Nº l 
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA 
SEÇÃO 13.4 


Seja a equação 


dx 
— = o (t)h (x) 
dt 
em que g e h' são supostas contínuas nos intervalos abertos I e L, 
respectivamente. Consideremos os números reais t) € x, com t, € I, ex, € 
L. 
Tomemos r, > 0 e r, > O tais que 


E=-rottrjeLe rx tr] L. 


Da continuidade de g e h', segue que existem « > 0 e 8 > O tais que 


(1) |g(1)1< a em [ty — ri to + 11] 
e 
(2) | h'(x) | = Bem [xy — 1, Xo + ral. 


Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam u e v em [x, — r,, X, tr, l, 


(3) Ih(W—h(yl|=<Blu— vl. 
De fato, pelo TVM existe ¡y entre u e v tal que 


h(wW—h(v=» (4) (u — v) 


e tendo em vista ®© segue O. 
Suponhamos, agora, que x = x (t), t € I, onde T é um intervalo aberto 
contido em I, seja solução do problema 


E = gh 


O 


E x (19) = Xp. 
Então, para todo t em I, 
x' (t) =g (2) h (x (0) 


e, portanto, para todo tem T 


el 
[soraud=01, =x0=x 


0 
ou seja, 


pt 
(5) x(t) — xo = ] g(s) h(x (s)) ds. 
t 


Sendo x = x (t), t E I, solução de UY, tal função será contínua, logo, 
existe r > 0 (com [t, — r, t, + r] € I) tal que 
© to 7r StS totr =x r Sx (t) S xX t+ r. 


Podemos escolher r de modo que 


D rs ner< —. 


Lema 1. Sex =x (t), t € I, for solução de 9 e se h (x,) = 0, então 


x (t) = x, em [t, — r, t, + rl. 


Demonstração 
De O e da hipótese segue 


pl 
x (t) — xq = | g(s) [A (x (s)) — A(xp)] ds. 


to 
Segue de O) e de O que, para todo s em [t, — r, t, + r 1, 
| h(x(s)) =h (xo) | < P |x (s) = xo 1. 


Então, para todo t em [t, — r, t, +r] 


t 
Ix — Xo | = aß | | lx (s) — Xo | ds |. 


to 
Sendo M o máximo de | x (t) - x, | em [t, — r, tẹ + r], resulta 


i 
Ix ( — xol = aBMI | dsl 


Lo 
ou 
[x (0) =x | <apM|t=t,| 
e, assim, para todo tem [t, — r, ttr] 
Ix (0) —x, | <apM r 
e, portanto, 


M < aBMr (por quê?). 


. z r - l 
Se tivéssemos M > 0 (observe que M > 0), teríamos 1 < afr ou r = PT: 
a 


que contradiz (7; segue então que M = 0. Logo 


x(t)=x emlt,=r,t,+r]. m 


Lema 2. Se x = x (t), t € I, for solução de O e se h (x,) = 0, então 


x (t) = x, em]. 


Demonstração 
Pelo lema 1, existe r > O tal que 
x (t) =x, em l£, =r, £, +r 


Seja B = {b E I|x(t) = x, em [t = r, b [). Se B não for limitado 
superiormente, teremos x (t) = x, em [tp — r, +œ [e +00 será, então, a 
extremidade superior de I. Se B for limitado superiormente, admitirá 
supremo pþ e, assim, 


x(t) = x em [tọ — r, b|. 


Se p pertencer a I, pela continuidade de x = x (t), resultará x (b) = Xo; 
seguirá, então, pelo lema 1 que existirá + > 0 tal que 


x(t)=xyem|b-—r,b+ r| 
contradição. Assim p é a extremidade superior de I. Deixamos a seu cargo 
concluir que 


x(Db=xemi. m 


Teorema. Seja a equação 


dx 
— = g (t)h (x) 
dt 


em que g e h são definidas em intervalos abertos I e L, 
respectivamente, com g contínua em I, e h' contínua em L. Nestas 


condições, se x = x (t), t E I, for solução não constante da equação, 
então, para todo t em J, 


h (x (©) 20. 


Demonstração 


Se, para algum t, em I tivéssemos h (x (t,)) = 0, pelo lema 2, teríamos, 
para todo t em J, 


x(D=x(t). m 


Apêndice 
6 


CONSTRUÇÃO DO CORPO ORDENADO 
DOS NÚMEROS REAIS 


A6.1. DEFINIÇÃO DE NÚMERO REAL 


Definição. Seja a um subconjunto de Q. Dizemos que a é um número 
real se satisfaz as condições: 


(RD) uz Gpeaz QD. 
(R2) Vp, q E Q, se p E a e q < p; então q Ea. 
(R3) a não tem máximo. 


A ideia que está por trás de tal definição é a de caracterizar um número 
real pelo conjunto de todos os números racionais que o precedem. Pela 
definição acima, estamos representando um número real œ pelo conjunto 
dos racionais que o precedem. 


EXEMPLO 1. 0 = {p E Q|p<2 } é um número real. De fato: 


(R1)a % ġẸ, pois, 0 € a. 
«* Q, poi, 5E Qe5 Éa. 


(R2) Sejam p, q racionais quaisquer, com p € ae q < p. Temos: 


pEeasp<2. 
Dep<2eq<p, segue q < 2, logo, q € o. 
(R3) a náo tem máximo (verifique). 


Assim, o conjunto a = { p € Q | p < 2} satisfaz as condições (R1), (R2) 
e (R3), logo, é número real. 

Seja r um número racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de 
verificar que o conjunto { p E Q | p <r } é um número real. Tal número 
real será indicado por r*: 


r*={p&EQ|p<r }(rracional). m 


EXEMPLO 2.a=Q_ u {pE Q,|p <2 }éum número real (quem é q?). 
De fato: 


(RD)a AX ġ, pois, OQ c a (Q = {xE Q|x<0} 
«* Q, poi, 5E Qe5 Éa. 
(R2) Sejam p, q dois racionais quaisquer, com p € « e q < p. Temos: 
(i) se p E Q „ então q E Q „ logo, q E a. 
(ii) se p > 0 e q < 0, entáo q Ea. 
(iii)sep>0eq>0 


q<pl 


q> 0] es 


De p° < 2, segueg?<2, logo, q € a. 
(R3) Seja p € a, com p > 0. Temos, para todo n E N*, 


ou 


Por outro lado, 


> 2p + 
P+ltop+1)<2 0 2> p ! 
n 2= y 


3 


E 2p+1 
Tomando-se, então, n > + resulta 
— p? 


p+ a ji Ea 
\ nj 


o que mostra que a não tem máximo. E 


Exercícios 


1. 


E número real? Justifique a resposta. 


aja={pEQ|3p+1<2p-5} 
ba=1pE€Q|(p+1)(p-3)<0) 
Jau=(peQO|p'-2p'+3p-6<0) 
da=1pEO0|p*%+2p"+5<0) 

e)a=1(pEOQ|p*<3) 

Seja a um número real e indique por M, o conjunto dos racionais 
que são cotas superiores de q. Prove que 


PB=1pE€O|-pEM,e-pxmínM, ) 


é número real. 
Sejam q e 8 números reais. Prove que «a U Be a n p são, também, 
números reais. 


Sejam os números reais a = {p E Q | pP <5}eß={pEUQ]|p< 
2). Determine a nBeaU p. 


n 


Para cada n E N, seja o número real x, = | *, Complete: 


L2n+l) 


a) q =... 


b) a, = 


E) =... 
3 
d) U an =a) Ua Ua? U a3 =... 


n=0 


n 


Para cada n € N, seja o número real q, =| Za +. Prove que 
L2n+l ) 
To Í - 1] + ne o 
U q, = |? EQ|p<— f- onde U a, indica a reunião de todos 
n=0 | 2) 


os números reais O, O, ..., O, .... 


n 


n=U 


7. SejaA=([r*|reQ,r>0er'<2 }. Determine a reunião de 
todos os reais a, com a € A. Verifique que tal reunião é um 
número real. 


A6.2. RELAÇÃO DE ORDEM EM R 


O símbolo R será usado para indicar o conjunto dos números reais: R = 
{a | a é número real). 


Definição. Sejam o e p dois números reais. Definimos 


a) a<Beac . 


b) «<BoacBeaz ep. 


Deixamos a seu cargo verificar que, “<” é uma relação de ordem sobre 
R, isto é, “<” satisfaz as propriedades: 


0D)VaeER,a<a. 
09)VaBER,a<BebB<a>a=-p. 
03)Va,ByER,a<BeBb<xy>a<y. 


Para provar (04), vamos precisar do 


Lema. Se q é um número real e se x é um racional, com x É a, então, p 


< x, para todo p € q. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que exista p € q, com p > x. Pela (R2), 
teríamos, então, que x € a, contradição. Portanto, se x É a, então p < x para 
todopEa. m 

Este lema nos diz que todo racional x que não pertence ao real a, é uma 
cota superior de q. 

Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade. 


Propriedade (04). Quaisquer que sejam a e Bem R,a<BouB<a. 


Demonstração 


Quaisquer que sejam os reaisaef, a C Boua É B. 

Se a C 6, então, q < B. 

Se q não está contido em $ (a É B), então existe um racional x, com x € 
aex ER. 

Como x É ß, segue do lema que p < x, para todo p € B. Como x E «e, 
para todo p € ß, p < x, segue de (R2) que p € a, para todo p € P, isto é, B 
C qa, ou seja, PB<a. m 


A6.3. ADIÇÃO EM R 


Teorema 1. Se q. e P são números reais, então 


y=tla+b|a€ o, bEB) 


também é número real. 


Demonstração 


Precisamos provar que y satisfaz as condições (R1), (R2) e (R3). 
(R1) Como q e p não são vazios, existem a € q, b E f; assim a+ b E y, 
logo, y 4 À. 


Por outro lado, como a % Q e B # Q, existem racionais s e t, com s É q e 
t É f; pelo lema da seção anterior, tem-se: 
Va€Eaa<seWVbEf,b<t 
daí 


VaE€aVbEf, a+b<s+t. 


Logo, s + t É ye, portanto, y 4 Q. 
(R2) Precisamos provar que, sex € y e y < x, então y € y. Para provar que y 
€ y, precisamos fabricar um s € «ae um t E fp, de modo que y = s +t. 
Temos: 


xEy*x= a+ b para alguma €E q e algum b E P. 


De y < x segue y < a + b, daí y — a < b; como b € f, segue que y — a € 
b. Então, 


y=a+(y-a)coma€Eae(y-a)€ f. 


Logo, y € y. 
(R3) Para provar que y náo tem máximo, precisamos provar que, se x € y, 
então existe y E y com x < y. Temos: 


xEy*x=a+ b para alguma € q e algum b E P. 


Como q e 8 não têm máximo, existem racionais s E « e t E f coma <s 
eb<t;daí,a+b<s+t. Tomando-se y = s + t, tem-se x < y, com y € y. 
Assim, y náo tém máximo. 


Como (R1), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que y ER. m 


Definição. Sejam q e p dois números reais; o número real y = {a+b | 


a € a, b E fp} denomina-se soma de a e B e é indicado por a + P. 
Assim,a+B=la+b|la€a,bEB). 


A operação que a cada par (a, p) de números reais associa a sua soma q 
+ 6 denominase adição e é indicada por +. 


EXEMPLO. Sejam r e s dois racionais; prove: 
r* + s* = (r + s)*. 
Solução 
Precisamos provar que r* + s* C (r + s)* e que r* + s* D (r + s)*. 
Lembramos, inicialmente, que 


rt=(xeQ|x<r)st=(xeQ|x<s) 


(r+sS*=1x € 0|x<r+s). 
r* + s* C (r + s)* 


x E r* + s* & x =a + b para algum a < r e algum b < s, coma e b 
racionais. 


x=a+b | 


a<r r>x<r+ts>x€eE(r+s)* 
b<s | 


Provamos, assim, que 


Terms sSxe(res) 


logo, r* + s* C (r + s)*. 


xeE(r+s)t>x<r+s>x-r<s. 
Tomemos um racional u, comx—r<u<s. 


u<s>uteEs* 
x=r<u=>x-u<r=x-ut€rt. 


Segue que 
x=(x-u)+u,comx-u€Erteu€s*; 


logo, x € r* + s*, 
Provamos assim, que 


A (rs sr eo So 
logo 
(r+s)*Crt+s*t E 
A6.4. PROPRIEDADES DA ADIÇÃO 


Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a adição satisfaz as 
propriedades (A1), (A2), (A3), (A4) e (0A). 
Para provar (A4), vamos precisar do 


Lema. Sejam a um número real, u < O um racional e M, o conjunto das 


cotas superiores de œ. Nestas condições, existem p E a, q E M, q % 
mín M, (caso mín M, exista), tais que p - q = u. 


Demonstração 


o Ma 
—__ __ 
a a O 
! À 
P q 


Estamos interessados em determinar p € a, q E M, q é mín M,, com p 
-q=u. 

Para isto tomemos um racional s É q, com s 4 mín M, e, para cada n € 
N, consideremos o racional q, = nu + s. 


da» 4; do 
Lol 


Uts 5 


Seja, agora, n o máximo dos naturais n para os quais q, € M, e q, + mín 
M 


a 


Dois casos podem ocorrer: 


1.º CASO. q; E Ma e q +1€ Q. 


di +1 q =Nu +s 
a rá 
TT iia” REN 
Q M 


Tomando-se Y = eP S qG+rp-q=u. 


2.º CASO. q; E M,e qa +1 = mín My (que só poderá ocorrer se mín M, 
existir). 


| | 
Tomando-se q = q; + qUep=GA+tSup-q=u, comp Ega 


eq EM, q + mín M.. 


di +1 di 
T 
7 ja 
p q =9 +54 


Teorema. A adicáo satisfaz as propriedades: 


A1) Associativa: Y a, f, y E R, a + ($8 + y) = (a + B) + y. 
A2) Comutativa: Wa, BER, a+fB=B+oa. 
A3) Existência de elemento neutro: Y a E R, a + 0* = q. 


A4) Existência de oposto: Para todo a E R, existe B E R com a + B = 
0*. 

DA) Compatibilidade da adição com a ordem: V a, f, y E R,a < B => a 
HysB+y. 


Demonstração 


A1) e (A2) ficam a seu cargo. 
A3) Precisamos provar que a + 0* C qae q C qa + 0%. 


q+0* ca 


Lembramos que 0* = {u € Q | u < 0 3. Temos: 


x€a+0*ex=a+u para alguma € qa e algumu<0,u E Q. 
u<O0>Sa+tu<a>x<a>x€a 


portanto, 


xEa+t0r>=x€qQ 


Logo, a + 0* C q. 


q&a C a+ 0* 


Precisamos provar que, se x € q, então é possível fabricar um a E q e 
um u < 0 tal quex=aw+u. 
Entáo, 


x € a > Ja € a, com x < a, pois « não tem máximo. 
x<a=>x-as<0. 
Assim, 
x=a+(x-a)comaEaex-a<0, 
logo, x € a + 0*. Portanto, 
acas+o*, 


A4) Seja a um número real; de acordo com o Exercício 2-A6.1, 
p= {p E Q | -p EM, e -p A mín M,) é um número real. Vamos provar 
que q + B = 0*. 


x€a+B=>x=a+ b para alguma € q e algum b € 6. 
beb>-b>a>a+b<o0. 


Assim, 


xEa+PB=>x€0*, ou seja, a + p C0*. 


Precisamos provar que, se x € 0*, então x = a + b para algum a € q e 
algum b € 6. 

Como x < 0, segue, do lema anterior, que existem a € «e -b E M,, com 
-b AH mín M, tais que x = a — (-b); assim x = a + b coma E aeb EB. 

Portanto, 0* C a + 6. 

Provamos, assim, que, dado um real a, existe um real $ tal que a + B = 
0*; provaremos mais adiante que tal 8 é único e será, então, denominado 
oposto de a e indicado por —a. 


(0A) Sejam ar, 8, y € R, com q < 8; vamos provar que ar + y < B + y. Temos: 
x€a+y>x=a+c para alguma € qe algum c E y. 


Da hipótese, segue que a € a => a E 6. (Lembre-se: a < P += ac 6.) 
Assim x =a + c para algum a E f e algum c € y. Logo, x € P + y. 
Provamos, assim, que 


a<spb=>atrtyCcfty>aat+ty<f6t+y. m 


Teorema. (Unicidade do oposto) 


Sea+f=0*eq+y=0*, então $ = y. 


Demonstração 


P=0*+p=(y+a)+p=y+(a+p)=y+0*=y. m 


Teorema (Unicidade do elemento neutro) 


Se a + y = q para todo q E R, então y = 0*. 


Demonstração 


Da hipótese, segue que 0* + y = 0%; daí y= 0*. m 


Exercícios 
1. Prove:Ve, Bye Ra-B>a+y=B+y. 
2. Prove: Va, ff, y ER, a+y=B+y= a = 8 (lei do cancelamento). 
3. Prove: Va € R,- (-a) = 0. 
4. Prove: Wa € R,a<0* e 0% <- oa. 
5. Prove: Wa, f,yóER,a<pBey<ó>a+y<B+ó. 


A6.5. MULTIPLICACAO EM R 


Teorema. Sejam a, BE R, com a > 0* e B > 0*. Então 


y=Q Utabla€ o, bEB,a>0,b>0) 


é um número real. 


Demonstração 


(R1) y 4 À pois Q cy. 
Para provar que y % Q, procedemos assim: como « e ß são números 
reais, existem racionais m en com m É a en É b, daí: 


Vat€a coma>0,a<m 
VbEB,comb>0,b<n 


logo, 


ab < mn para todo a € a, a > 0, para todo b € B, b > 0, portanto, mn É y. 
(Por quê?) 


(R2) Sejam p, q racionais com p € y e q < p; precisamos provar que q € y. 
Entáo: 
(a) Se p< 0, então q < 0, logo q € y. 
(b)Sep>0eq<0,q€y. 
(c) Sep > 0 e q > 0, vem: 


pEyep>0=p=ab para algum a € a, a > 0, e para algum b €E P, b > 0. 


d ] q. 
De 0 < q < p = ab, vem ~ < b, assim LE B.e > 0; logo, 
é é a 


q = e q q 
q=a. Y coma E a,a>0e—Eß, —>0. 
a a 


Portanto, q € y. 


(R3) Para provarmos que y não tem máximo, basta provarmos que, se p € y 
e p > 0, então existe q E y com q > p. 
Temos: 


pEyp>0=p=ab para algum a € a, a > 0 e algum b E fp, b > 0. 


Como «a e f são números reais, existem a' > a, com a' € a, b' > b, com 
b' € p; daí a'b' > ab = p, com a'b' E y. m 


A seguir daremos a definição de produto de dois números reais. 


Definição. Sejam a, $ E R. Definimos o produto de a por ß por: 


Qu lab laca,beBa>0,b> 0! se «>0* e B>0* 
0* se a=0* ou B= 0* 


-la ' (—B)) sea >0* e B<0* 


a-B=4—I(-a)-Blsea<0* e B>0* 
de caja mor e B<O* 


EXEMPLO. Seja a = Q_ U {p E Q, | pP? < 2); prove que a : a = 2*. 


Solução 
a:a=0Q Ufabla>0ea?<2,b>0eb*<2). 


Precisamos provar que a : a C 2* e que 2* C q: q. 


a: ac 2% 


xEa:aex<0>x€2*, 
xEa:aex>0=>x=ab,coma>0ea*<2,b>0eb?<2. 


x=ab > x =g@- b? <4. 
x>0ex?<4=x<2. Portanto, 
xEa:aex>0=>x€2*, 


Segue que a: q C 2*, 


2C- a 


xE?2*ex<s0>=x€qq:0. 


mM 
bJ 
O 
V 
y 
o 
A 
A 
bo 
y 


A 
A 
m 
E 
N 
A 
\ 
bo 


(veja adiante). 


EE X TERE é X — ¿ 
2| <2:como—>0e | = | < 2, resulta que — € a. Assim, 
La) a la! a 


— - ra 
comoa>0,a€a—>0e —E a: logo, 
a a 


xEqa. 
Assim, 
xE2*ex>0=>2x€0:0. 


Portanto, 2* Ca: a. 
Provamos, assim, que q - a = 2*, ou seja, 2* admite raiz quadrada em R. 
? 


à XT ~ $ e 
Vamos provar a seguir que, se — < 2, então existe a > O, racional, tal 
3 


, 2 á A 
xo > z E b am x- 

que > <a <2, De fato, como x é racional, > =| ou > >], Se 
3, 9 9 


p) f, 


11 x4 
— s ], basta tomar a = T Se y = el, tomemos um natural n tal que 


2 2 
Ena LP E O 
O) [14] <ye[1+—]) <4. 
\ n j \ n) y 
i 2 
| ly 2 3 
Como | += ] =14+2%+ > <1+ +, tomando-se n tal que 
n n nº n 


= 


e O 
I+- < y 0u n>-— 
n ` y=1 


| to 


| (1) se verifica. | 


y] j 


al 


em que y = mín | y, 


: | z . Ap 
Seja u = | + —, em que n é um dos naturais que verifica ®©. Um dos 
n 


termos da progressão geométrica 


-2 
está compreendido entre * e 2 (por quê?). 
> 


Seja k o natural para o qual se tem 


Basta, então, tomara =u'. E 


Exercício 


Prove que, se q e b são dois racionais quaisquer, então a*b* = (ab)*. 


A6.6. PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO 


Nesta seção, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) 
e (OM). Para provar (M4), precisamos do 


Lema. Sejam a > 0* um número real e u, racional, com 0 < u < 1. 
Então, existem racionais p € a, q € M, com q é mín M,, (caso M, 


À 7 l P _ ; : ; 
admita mínimo), tais que z = u. (M, é o conjunto das cotas superiores 


de a.) 


Demonstração. Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Tome um s É q e, para 
cada natural n, considere o racional q, = su”; agora, proceda como na 


demonstração do lema da Seção A6.4.) m 


Teorema. Sejam a; f e y reais quaisquer. A multiplicação verifica as 
seguintes propriedades: 


M1) (ap) y = a (By). 

M2) af = Pa. 

M3) a :1* =q. 

M4) Se a Z 0*, existe B E R tal que a: B = 1*. 


D) a (P + y) = af + ay. 
OM) a < ß e 0* < y = ay < fy. 


Demonstração 


(M1) e (M2) ficam a seu cargo. 
(M3) Suponhamos, inicialmente a > 0*. Precisamos provar que a : 1* € 
qaeaca:1*. 


a:1*ca 


Lembramos, inicialmente, que a : 1* = Q_ Ulab|a€E a, a>0,0<b< 
1}. 


xEa:1*ex<s0>xEaq. 
xEa:1*ex>0=>x=aucomateqaa>0,e0<u<l. 


De u < 1 e a > 0, segue au < a e, portanto, x = au € q. Fica provado, 
deste modo, que ar: 1* C q. 


eq” 


xEaex<sO0>x€a:1*, 
xEuvex>0= Ja € q, comx<a. 
Es é > E 
Assim, x=a:—€Ea-l* pois, a E a, a > 0, e —<l, com —>0. 
a a a 

Portanto, a Ca: 1*. 

Provamos, assim, que se q > 0*, então q : 1* = q. 

Se a = 0*, pela definição de produto, a - 1* = 0* - 1* = 0* = q. 

Se a<0%, a: 1* = -[(- 0): 1*] =- [- q] = a. 


Segue que, para todo « E R, a : 1* =q. 


(M4) Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Suponha, inicialmente, œ > 0* e 
considere o número real 
ao AA A A 
B=0_ U¿pENDIp>0,—EM, e — mín My f 
p P ) 


| 


Proceda, então, como na demonstração de (A4) e conclua que a: p = 1*. 
Se a<0*,-a > 0*, logo, existe p tal que (~a) : P = 1*, mas, (~a) p = q * 


(~P); logo, a (~P) = 1*.) 
(D) Precisamos provar que 
a (P +y) € af + ay e a (P + y) > ap + ay. 


1.º CASO: q > 0*, B > 0* e y > 0*. 


a (P +y) € ap + ay 


xEa(B+yex<0=x€ af + ay. 
xEaqa(B+yex>0=x= ad para algum a > 0, a € a, e para algum d E f 
+ y, d>0. 

dEP+y>d=b+c,combEfec€y. 


Assim, x = ab + ac € af + ay, pois, ab E a: Be ac E ay. Portanto, a (B 
+ y) C af + oy. 


af + ay Ca (f + y) 


xEoaprayex<0O=>x€ q(6 + y). 
Suponhamos, então, x > 0 e x € af + ay. Como af > 0* e ay > 0*, 
existem u € af, u > 0, e v E ay, v > 0, tais que x = u + v. (Verifique.) 
Segue que existem a, ad E a, com a > O e a'> 0, b E p, com b > 0, c € 
y, com c > 0, tais que x = ab + a'c. 


Supondo a' < a, resulta 
x=ab+a'c<ab+ac=a(b+c)€ a(B+y); 
logo, pela (R2), x € a (6 + y). Fica provado que 
ap + ay € a (P + y). 


2.º CASO: a>0*efB+y>0*, 
Suponhamos ß > 0*. Temos: 


ay = a [1(8 + y) + (=P) = a (P + y) + a (=P) (1. caso); 
daí 
a (P + y) = af + ay. 
3.º CASO: a > 0* e B + y < 0*, 
a (P + y) =- la (F - y)] = - la (P) + a (~y)] 
ou seja, 
a (P + y) = af + ay. 


Deixamos a seu cargo verificar os demais casos. 
(OM) Deixamos a seu cargo. E 


A6.7. TEOREMA DO SUPREMO 


Um subconjunto A de R se diz limitado superiormente se existe um 
número real m tal que, para todo « € A, æ < m. 
Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte 


Lema. Seja A um subconjunto de R, não vazio e limitado 
superiormente. Então, 


y= Va =|xEQIxEa para algum a E A } 
aEA 


é um número real. (y é a reunião de todos « pertencentes a A.) 


Demonstração 


(R1) Sendo A % Q, existe a E A e, como a X d, resulta y 4 À. 

Sendo A limitado superiormente, existe um número real m tal que a < m, 
para todo a E A. Como m é número real, existe x racional, com x É m; daí 
para todo « € A, x É a, logo, x É y e, portanto, y + Q. 

(R2) Sejam p e q dois racionais quaisquer, com p € y e q < p. Temos: 


pey>p€aparaalguma€E A 
pEceg<p>qea 
qea>=q€y. 


(R3)p E y = p E a para algum a € A. Como a não tem máximo, existe 
p€a,comp >p. pe a= p E y. Assim, para todo p € y, existe p E y, 
com p < p. Portanto, y não tem máximo. 


Como (R1), (R2) e (R3) estáo verificadas, segue que y é um número 
real. m 


Teorema (do supremo). Se A for um subconjunto de IR, não vazio e 


limitado superiormente, então A admitirá supremo. 


Demonstração 


Seja Y= pp a Pelo lema, y é número real. Vamos mostrar que y é o 
supremo de A, isto é, y = sup A. De fato, como y é a reunião dos q 
pertencentes a A, segue que, para todo a € A, 


y > q, ou seja, y > q. 


Logo, y é cota superior de A. Por outro lado, se y é uma cota superior 
qualquer de A, y' > q, para todo a € A, e, portanto, para todo « € A, 


y Da; 
logo, Y — e] = Y. ou seja, y' > y. Assim, y é a menor cota superior de A, 
isto é, 
y=supA. E 


A6.8. IDENTIFICAÇÃO DE Q COM () 


Inicialmente, vamos definir aplicacáo bijetora (aplicacáo e funcáo sáo 
palavras sinónimas). Sejam A e B dois conjuntos não vazios e q uma 
aplicacáo de A e B. 

Dizemos que q é bijetora se 
() Imp =B 
(ii) V s, t E A,s*t= q(s) 4 (t). 

A condição (i) significa que q é sobrejetora e a (ii), injetora. Deste 
modo, q é bijetora se, e somente se, y for injetora e sobrejetora. 

Seja a um número real. Dizemos que a é um número real racional se 
existe um racional r tal que q = r*, 

O conjunto dos números reais racionais será indicado por 


O:O = ir" lr€ O). 
Seja a um número real. Se a não pertencer a Q , diremos que a é um 
número real irracional. Verifique que 


a=Q U{xEQ,|x <2} 


é um número real irracional. 

Olhemos, agora, para a aplicação y: Q — Q dada por ọ(r) = r*, que a 
cada racional r associa o real racional r*. Tal aplicação é bijetora 
(verifique). Além disso, temos: 


G) p(r + s) = (r + s)* = r* + s* = p(r) + o(s). 


(ii) p(r : s) = (rs)* =r* - s* = p(r) - p(s). 
(iii) r <s e r* < s*. 


Tal aplicação q nos permite, então, identificar o racional r com o real 
racional r*. Neste sentido, podemos olhar para Q como subconjunto de R. 


RESPOSTAS, SUGESTÕES OU 


SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 


1.2 


bo 


3 + l 
a)x< > b) x< —2 ra =a djx=1 us Ax=1 
| | l 
a) 3x — 1 > Oparax > 2;3x— 1< Oparax< q; dx— | =Oparax= — 
b) 3 — x > 0 para x < 3; 3 — x < 0 para x > 3; 3— x = 0 para x = 3 
2 2 2 
c)2 — 3x > 0 para x < A PA a i 2 — 3x = 0 para x = = 
l l | 
ER pe TS 5x + 1=0Oparax= =5 
p=] =] 
e) 7 > Oparax< l oux> 2; nd DA z =0 para 
x— 


=. = x—2 
x = 1. A expressão não está definida ps para x = 


l 

f) 2x + 1) (x — 2) > 0 para x < -7 0ux > 2; (2x + 1) (x — 2) < 0 para 

l | 
= <x <2; (2x + 1) (x — 2) = 0 para x = E oux=2 

2 — 3x 2 = dx 2 

g) > 0 para -2<x< —; < 0 para x < —2 ou x > —; 
x+2 > 2 3 
2—3% 2 

ra O para x = J A expressão não está definida para x = —2 

et2 k 


E < 0 para2 < x< 3; E =0 
x 3= x 


h) 


> > 0 para x < 2 ou x > 3; = 


para x = 2. A expressão não está definida para x = 3 


3 
i (2x — DG =2)<0 parax< —our> RÃ e A ndo a 


1 3 1 3 
a a a a id a MR 
j) x(x — 3) > 0 para x < 0 ou x > 3; x(x — 3) < 0 para 0 < x < 3; 


x(x— 3)= 0 para x = 0oux=3 
D) x(x — 1) (2x + 3) > 0 para -Ż <x<0oux>l;x(x— 1)(2x+3)<0 
3 
para x < => ou0O<x<lix(x— D)(2x+3)=0Oparax=0oux=l 
3 
oux = —— 
2 


m)(x— 1) (l +92 39>0 parar <—1 ou = <x< l; 


(x— 1)(1 + x) (2-— 3x) < 0 para -1 <x < = oux> l; 


(x— 1)(1 + x) (2-— 3x) = 0 para x = 1 oux = —1 oux = = 


n) x(x + 3) > 0 para x > 0; x (2 + 3) < 0 para x < 0; x (x? + 3) = 0 para 
x=0 


o) (2x — 1) Q + 1) > 0 para x > L: (2x — 1) Q? + 1) < 0 para x < 5 


(2x — 1) GÊ + 1) = 0 para x = 


to | — 


p) (a > 0)ax + b > 0 para x > E E E A Es ax+b=0 
a a 


para x = = 
a 


b b 
q) (a < 0)ax + b > 0 para x < ——; ax + b < 0 para x > ——; ax+ b = 0 
a a 


b 
para x = —— 
a 


3 


10. 


a)=1<x< 2 b)x=loux>3 c)x< -> oux>2 d) -3<x< 
2 l 14 
e)x< — oux>?2 Dx<00ux= — g)x<-—20ux>2 A TT 
; 3 9 , 3 l 
)x<>—>ox=z-— jx<>C“ox>2 [-1<x<00ux> — 
2 5 2 2 
l 3 
m)x < 7 ux>3 n) x< > o)x<3 
e) 
x*+2x+4 l x+1 
a)x+ 1 b) TATO c)2x— 3 d) -— Sn? = 
x+2 x xo 
x+3 l l : x+ . 
j-s == -— h)-— $ E p DE +pe+px+p 
9x4 5x 
1 p >) 
D2x+ h m)-———— m3 + 3xh+ h^ 0)4x 
x (x+ h) 


a) x<-20ux>2 
b)-1<x<1 

c) x<-20ux>2 

d) x<-10ux>1 

e) x<-30u-1<x<3 


f x<-20ux>2 


)x<-20u-<x<2 


hx<-40ux>4 
i)-r<x<r 

Dx<-roux>r 
a) (x-1) (x- 2) 
b) (x + 1) (x- 2) 


11. 


13. 


c) (x= 1) 

d) (x — 3) 

e) x(2x-3) 

N «- 1D) x-1) 
g) (X= 5) (x+ 5) 
h) (x + 1) (Bx - 2) 
i) (2x - 3) (2x +3) 
J) x x-5) 

a) RO Z 
b)x<20ux>3 
c) x<00ux> 3 
d) -3<x<3 


e) x<-10ux>2 
2 
f x<-1oux>— 
> 


9) x*2 


MD osxs= 


1) Náo admite solucáo 


D x= 


| 
2 
a) Qualquer x 


b) Qualquer x 


17. 


19. 


20. 


c) Não admite solução 
d) Não admite solução 
e)x>3 


Muga 


gx=0 

h)x>1 

Dy>> 

Dx>0 

a) 1 

b) -2 

c) -1,1e2 

d) 1 

e) 2 

f -3,-2,2 

a) (x-1) (x+ 1) (x+ 2) 
b) (x - 1} x +1) (x-2) 
o) x(x +3) x-1) 

d) (x =- 2) (x + 2) (x + 3) 
e) (x + 1) (x + 2) (x +3) 
A A-D0+x+1) 


a) x>1 


1.3 


b)x<-30u-2<x<-1 
c) -3<x<-20ux>2 


d)x<-30u0<x<1 


a) 7 

b) 3 

c) a 

d) -a 

e) asea>0;-asea<0 
f) -a sea 2 0; asea<0 
a) x=2 oux=—2 
b)x=20ux=-4 
c)x=10ux=0 

d) Não admite solução 


Pz 


a) -1<x<1 
b) -1<x<2 
c) Não admite solução 


à) es 


2 
9 9 


e)-1<x<1,xz0 
f -1<x<7 
g)x<-30ux>3 
h)x<-40ux>-2 
1] x<00ux>3 
Ì)l<x<1 
3 
D x<0oux>2 


m) <- | 
3 


n)x>1 
o)x<1o0ux>2 
5. a) -2x-1sex<-1;1se-1<x<0;2x+1sex>0 


b) 3 se x < -1; -2x + 1 se -1 < x < 2; -3 se x 2 2 


c) -3x +3 sex <1; x+ 1 se] <x< 2 3x-3sex22 


- - 


d) -3x + 3 se x < 0; -x+ 3se0<x<1;x+1se1<x<2;3x 
-3 sex22 


1. a) l- 


2.0<r<1 


|o 


oo | tw» 


+a] b)]—1,1[ c) [1,2] d) mo. | 


3. O<r<s, em que s é o menor dos números b- pe p-a. 


4. 
a)]1,2[ b) las c) ]-o, +o0[ opa | 
CAPÍTULO 2 
2.1 

3 2 | 6 

I. a)-3e — b)0, — e 42 c)4 d) — 
4 3 a 

2. a)x+1 bìx-1 ©ðx+p d2 e)2 f0 gx +2x+4 


2 ñ 2 Z mA | E 
h) x —2x+4 ¡x+px+p? p-_— D -57 m)x-5 
X LX 
3 [3 | x= p 
n) ==35 0) ==35 pP) -— qQ->3>37 
9x4 9x* xp x*p* 


3. a2 
b) 3 
c) -2 
d) 2x + h 
e) 2x+3+h 
f) -2x-h 
g) 2x-2+h 
h)2x-2+h 
i) -4x — 2h 
j) 4x+1+2h 
D 3x? + 3xh + h? 
m) 3x? + 2 + 3xh + h° 


n) 3 +2x-1+3xh+h+h? 0 p= 


x(x + h) 
q) 6x? — 1 + 6xh + 2k? r) = s) a oo 
x4 (x +h) (x+2X(x+2+ h) 
4. a)D;= R b)D, =R c)D, = R 


m) D, =R n) D;= R 


0)D, = {xE RIx# 1) p) D,= {xE Rix+1) 
Y) 2 
+ = x* = 2x+1 
h (x) = e =x+1,x%1 e) = LA 111% 1 

x=1 =] 

2+- 1 

Yi 
! -1 
1 


q)D,= {xERIx# 0) r) D,={xERIx #1) 


b) 


E 
To 


7. 


8. 


a)f(x)>0sex>3:f(x) =0sex=3:f(1)<0sex< 3 


b)f(x) > 0 sex < if) =0sex= Si) <0sex> — 


co)f(x)>0sex> 510) =0sex= — f)<0Osex< = 


d)f(x) > 0sex < 100 =0 se x = Si) < 0sex> -Ż 
e) f(x) > 0 se x > —3;f(x) = 0 sex = —3;f (x) < 0 sex < —3 


DIO) > 0sex< Z: fO) =0sex= > f0)<O0sex> - 
g)f x) > 0sex> o TE Ufo clas EA 
a a a 


h) f(x) > 0sex< e O sex = o me 
a a a 


a)f(x)>0sex<-—20ux > 1:f(x1) = 0 se x = —2 ou x = 1;f(x) < 0 se 
=2<x<1 


3 
b) f(x)>0Osex< =i oux> —1; f(x) =0sex= -Ż oux=-—1;f(x) <0 
se E <x<-l 
2 


c)f(x)>0se0<x<l;:f(x)=0sex=00ux=1;f(x1)<0sex<0O 
oux>1 


d)f(x)>05e2<x< 3: f(x) =0sex=20ux= 3; f(x) <0sex<20ux > 3 
e)f(x) >0sex<-—loux>1l;f(1)=0sex=1;f(1)<0se-1<x<1 


3 3 
PF > 0 se 5 <x< Z fo) =0sex= 40) <0sex< — oux< — 


3 3 
g)f()>0Osex< “2 ou x > 0:f(x) = 0 se x =0; f(x) < 0 se E <x<0 
l l l 
I)f(x) > 0 sex < > oux> 2; f(x) =0sex= 77H46)=00 =3 <x<2 


DA <Osex<-—1lo0ou00<x< Tifa = 0sex=00ux= Ef >o 


se—1<x<0oux> — 


DIC) <0sex< +; f(x) =0sex= 409 >0s0x> y 


3 3 
DfO0)<O0Osex<—1 ou o —loux= AA 


10) >0se =1<x< Žoux>2 


3 
m) f(x) < Osex< Zou! <x< FF) =0sex= e < <x<l 
oux > 3 
2 


a(xERIx*1) b(xERIx*-lex*1) OR 
d(xeRIix*-2) e)(xERIx>=-2) NtxeRix £0ex+ —1) 
g)(xeRix<-louxz=1) h(xeRix<-3ouxz0) 


DR noz noz m)(xERIx<-—2o0ux=> 3) 


n(teRits-lotz1) o)(txeRixz0ex*1) p)[-2,2] 


q) EE r) [1.3] s)[0,1] [0.5] u) {0} U [1 +%[ 
1212 s~ , de > 


c) 


b) 


a) 


10. 


m) 


l) 


J) 


n) 


0) 


c)f(—2) = 1 é o menor valor 
atingido por f 


c) 


b) 


14. 


g) h) 


a) f (x)2 0 sex <-1 oux: 1;f(x)<0se-1<x<1 

b) f (x) 2 0 sex < 2 ou x 2 3; f (x)<0se2<x<3 

c) f (x) > O para todo x 

d) f(x)20se0<x<3;f(x)<0sex<0o0ux>3 

e) f (x) < 0 para x Z —1; f(x) = O para x = -1 

f) f(x) > 0 para x # -3; f (x) = 0 para x = -3 

g) f (xX) 2 0 para -3 < x < 3; f (x) < 0 para x < -3 ou x > 3 


h) f (%) => 0 parax £ —1 — J7 oux>= —1 + NT: Fœ < O se 
=1 -47 <x<-1+47 

3-7 3+ 47, 3-7 3+47 

ouUXx = f(x) <0se <x< 


Df(x) sexs 


j) f(x) < 0 para todo x 
do pe RD] b)D={xERIx# 1) 


e)D= (xe RiIx+o0) P d=(xeRIx+oO) 


D D= (xe Rix&1) m) D= (xe RiIx+1) 


r) D= [1, +0] s) D = [-2, +] 


v)D=R x) D=R 


17. D=(x€RIix<-—1oux=>l) 


b) D= {xE RIxs —20ux>2} 


y= J9- x? exr +y =9,y>0 y= J1- (x+ 2)? S(1+22+y=1,y>0 


19. a) f()=44—2? b) 


20. a) y= 1 — y? b) y= Nx 


| 2 Ti 2,2 
c) y=44- (x-1 dx +y + 2y=0 S Hy + 


+2y+1=1 

2 2 

x +(y+1y=1, 
y2=a-loy=-1+ a [1 — x? 


, 11 
21. 2) = 2.—+=2 
a) f(2) máx (2.54 


f(—1) = máx {-1,—-1}= —1 
l l 
— | = máx į—,2; = 2 
s| ) máx > ) 


22. 


24. 


26. 


27. 


1 (5)=mx (neZin<>|=0 b) 


2 
FU) = 1) =le 


Pa ram | 130- xl 
T (x)= NE + 100 + 
| - 
f y~ 
b) y=43 1 — 
| Vo 4 


a) 


ua um y 


PP o 


-1/2 1/2 


29. 
ajy=x+1 b)y=2x+3 c)y=-3x—5 dy= -5x 
5 15 
e)y=2 y= > x+ — 
i P: > > 
30. 23 O PA a r 
2 m 
32. c= 200 43000m 33 ap 
34 A=x x[4r? — x? 35 v=mm| 2? | 


36. a) b)h(2)=4 


Quadrado 38. Divida em partes iguais 


40 107 144 4/3 324 
e 490. — e — 2 
r+4 +4 9+443 9+443 


(x 1? +y?=1 


1 1 1 
3 b)0 = d)-— =2 —— 
a) ) 3 ) 3 e) P 3 
2 
a)y-3=2(x— Douy=2x+1 b)y= ——x+ 1 
l 
c)y=x+3 d)y = =—x 
2 
3 
a)y =-x+3 »)y= -Lx eya d+ t d) y = x — 
` ` 3 f 3 3 2 
2 l 
e)y = ——x y= —x + 1 
i 3 Fi F 


2 2 
3 ET F 


c) 


e) 


b) 


2.4 


8) 


h) 


= —1 para todo x 


g (x) 
f(x) 


e)f(x) + 2(4)=0e 


2+4 


x* 
2 


xº*+1 


2. ajh(x)=3x+7 b)h(x) = 2 + x? c) h(x) = 


- 


d) h(x% = -4x + 18x- 17 eh(x)= 
e im 


Dh = —2x+1)x#+# -1 g)h()= qx? -x hh(xy)=x,x51 
2 


+5 


3. ajA=(xeRIx+A-—S).h(x) = 
xX 


DA =(xERIx<-10ux>1),»(x)= 4x? -1 


E + 4 
c)JA=(xeRix=<-4o0ux>3),h(x) = E - 
¡$ o 


d)A = {xE Rix #0ex# 1}, h œ% = a 
> — Xº 


eJA=]-0, -/3] U[-1, 1] U [V3 , +01, h(x) = (1? — 2)? —1 


l x =] f ; 
4 afio=— bfa)= as fo) = Vx dfa=1+ Jl+x 
Xx i 


3 i 
e) f(x3=-1+ > Df0=2+y1+x 
P a 4 


CAPÍTULO 3 
3.1 
1. a) Em todo p real 
b) Em todo p real 
c) Em todo p real 
d) Em todo p ž 1 


e) Em todo p 4 +1 


lim 
x> 1/2 


a) 4 


3.2 


b) 1 


y 3 e e it 
d) 0 
e) -2 
fp 0 


g) e>0,x =0,! qx — JOl<eslxi< e. Então, dado € > 0 e toman- 
do-se ô = e, para todo x € Dx > 0) 


Ix-0|I<ô>5Iyx-V0I<e€ 
logo, f(x) = /x é contínua em p = 0 


h) Y e>0,1—e< Yx <1+ es (l -e <x< (1 + €). Dado e > 0e 
tomando-se 1 = |(1 — er. (1 + ePi 1 EI, 


xEl=1-e< 3x <1 +E 


logo, Yx é contínua em p = 1 


Para todo e€ > 0,x # 0ep #0, 


Lct Pe l ge, 


P x P P x p 


Paap>0el—ep>0 GA 
P 


. . l p <x< Pp : 
p x p 1+ ep l— ep 


Então, dado e > 0, e < EM (p > 0), e tomando-se 1 = E a —E , 
p l+ep l—ep 


pEILxEI e < ERRA + €, logo, fœw=} é contínua em p > 0. 
rp x 


p ; 
Analise o caso p < 0. (Veja como as coisas acontecem graficamente.) 


9. 


11. 


12. 


13. 


- Não. Para e= 


Eos . E 
5 não existe ó > O que torna verdadeira a 
afirmação 

E a - à . Lis 
“WxED,¿1-0<x<1+0=> Pus AAA + z 


. Seja p racional, então f (p) = 1; se f fosse contínua em p, pela 


conservação do sinal, existiria ó > O tal que f (x) > O para p — ô 
< x < p + Ó, que é impossível, pois em ] p — ô, p + ô [ existem 
infinitos irracionais 


a) XE R|x €Z} 

b) KER|xÉZ) 

c) £0) (só é contínua em 0) 
d) (-1, 1) 


a) L=4; com L = 4, f (x) = x + 2 para todo x, que é contínua 
emp=2 


b)L=-1 

a) 4 

b) -1 

c) Não existe 
d) 6 

e) 1 

f) Não existe 


Como f é contínua em 2, para todo € > 0 dado, existe ó > O tal 
que yx ED, 


2-0<x<2+0>8- E<f(x)<8+ €. 


Em particular, para €= 1 existirá 9 > 0 tal que 2-=Óó<x<2+06 
SEO) 


15. Para se ter | f(x) - f (p) | < € basta que se tenha M |x- p|< €. 
Tomando-se $ ==. Ix—pi<ô=sIfo)-—fípjI<e 


17. Para se ter | f(x) — f (0) | < € (observe que f (0) = 0) basta que 
se tenha x2=1x-—0l<eoulx-01< ve. Tomando-se 
ô= Ye, Ix-01<5=>If(0)-f(0)I<e 


18. Observe que | f(x) |<|x | 


20. Suponha que exista p, com f (p) Z 0, e aplique a conservação do 
sinal 


21. Aplique o Exercício 20 à função h (x) = g (x) — f(x) 


es 
X XxX 
b) x=1j l 
Observe que < 1+ en 
E 
c) [l e] 
Dado €> 0 e tomando-se ô = mín ata | 


ix-1|<86=|f6)-f()|<€ 


25. Verifique |f()-f()|<7|x- 1 | para x o e proceda como 


no Exercício 23(c) 


f 


i Dado €> 0 e tomando-se ô = mín | Ipl, = | 
p? 


|x-p|<6=>|x-p'|<e 
3.3 
1. a) 4 


2. 


a) 12 
by 1 


243 


c) 2 


3. Não é contínua em -1. Em O é. 


4. a) 2x 
b) 4x+1 
c) O 
d) = + 2 
| 
e) — E 
x4 
fp 3 
E 5 E mal | | 
5. a)-— b0 ox die e)0 f) TD g) E h) O 
$ 3P" 4%p 
3 — > 2 
D> pa? DI map n)np”™! o) E p) a 
1 nipt. 4 
| 2 
-> r- 521-3 
p“ . 
6. Como lim (x^ + x) = 2, tomando-se e mo 
x51 3 
8. Tomando-se € = 1, existe 
0>0,0<Ix-pl<ó=> pun 0| < 1,logo ... 
g(x) 
10. Sugestão: |f(x)-L|<1=>|f(x)|-|L|<1 (Porquê?) 


[ve >0,38>0 
10<Ix— pI<8=>If(x)- Ll<e 


[Ve>0,35>0 


|0<Ix— pl <d8 =>IU(f(x)-— L)-01<e 
& lim [f(x)- L]=0. 


x>p 


11. lim f(x)= L & 


x>p 


3.4 
1. a)1 
b) -1 
c) 1 
d) O 
e) Não existe 
f) Nào existe 
g) 1 
h) 1 
i) 2 
j) 2 
D 1 
m) Não existe 
2. É falsa 
3. Não, pois f não está definida em 1 
3.5 


1. a) N3 


3.6 


ES 


. ae A 3 - 
0. | Sugestão: Verifique que —IxI* = 


b) O 

a) O 

b) Não existe 

a) 0. (Observe que | g (x) | = 44) 


b) 0 


X y 
8x) slx, x #0. 
x j 


3.8 


7. DO 


2. 


E Sugestão: Para (=): 


b) 1 


FM _ f(h) h 


lAl 


h 


lhl 


h 
lhl 


= 
== 


3. a) cosp 
b) -sen p 
c) sec? p 
d) sec p tg p 
CAPÍTULO 4 
4.1 


l > l l 

i) lim PE. SOS PS lim > RN 
PSC e ++ Ss 
X Xx? X > 


4.2 


Jx+3)([1+1+./[x+3) i -2 
- = lm === 
yx+1 +4 x+3 xo +% jx+l+yx+3 
=2 
T =0:(-1)=0 

Í l Í 3 
dr + l+> 

y X y X 


b) Aplique a definição de limite com € = + 


a) O 


a) +00 


h) 2 
yl 
3 
j) -1 
I) 0 
m)0 


2. Dado €> 0 e tomando-se § = e” 


de 


a) O 
b) 


to | — 


x>05 Äx > 


4.3 


g) =00 
h) +00 
i) +00 
Dize 
1) +00 
m) +00 
n) +00 
0) +00 
p) =% 
q) +% 
r) — 
s) =00 


9. Aplique a definição com €= 1 


1. a2 


b) +00 
c) 1 
d 0 
e) 2 
po 
g) +0 


4.4 


. 
w |= 


B Z 
DI pn 


=» 
Na 
o | — o |= 


a) O (Observe: - |x|<f(x)<|x|.) 


. =1+ yS 
2 
e: 
32 
; | . 
* Seja f(x) = sen — e considere as 
K 
> 
a, = — eb, = — Verifique 


n è nm "o (4n+Dr. 
lim f(a)* lim f(b,- 
, o 


n>5> +% 15 + 


sequências 


que 


CAPÍTULO 5 
1. f(-1)=-1,f(0)=1e fé contínua em [-1, 0] 


2. Verifique que f (x) = x? — 4x + 2 tem uma raiz real em cada 
intervalo [-3, —2], [0, 1] e [1,2] 


>. a) f(x) = T 7 é contínua em [-2, 2]; pelo teorema de 


Weierstrass existem x,, x, em [-2, 2] tais que f(x) < f(x) < f 
(x,) em [-2, 2]. Assim, f (x,) é o valor mínimo e f (x,) o valor 


x | 


máximo do conjunto + I-2<1S2 ,. 

| 1+x* | 
7. a) Seja f (x) = ax + bx? + cx + d e suponhamos 
a>0. lim f1)=+%¿ lim f(x)= —%, logo, existem x, e 


x5 + X= —0 
X», COM X; < X, tais que f (x,) < 0 e f(x,) > 0. Como f é contínua 
em [x,, x,] ... 


9. SejaJ=tf()|x E} 


1.º Caso. J não é limitado nem superiormente nem 

inferiormente. 

Para todo m real, existem x, e x, em I com f(x) < m < f (x). 
Tendo em vista a continuidade de f, pelo teorema do valor 

intermediário existe c entre x, e x, com f(c) = m. Segue que J = 


R = ]-o0, +oof. 


2.º Caso. J é limitado superiormente, mas não inferiormente. 
Seja M = sup J. Seja m um real qualquer em ]-œ, M[. Existem 
Xp X, em I, com f(x) < m < f (x,) (por quê?). 

Pelo teorema do valor intermediário existe c entre x, e x, tal 
que f (c) = m. Segue que ]-oo, M[ c J. Por outro lado, para 


11. 


12. 


todo x em I, f(x) < M. Logo, se, M não for máximo de J, J = |] 
—o0, M [; se M for máximo de J, J = |-oo, M]. 
Analise os demais casos. 


Se f (0) = O ou f (1) = 1 nada há o que provar. Suponha que 
nenhuma das situações anteriores ocorra; aplique o teorema do 
anulamento a g (x) = f(x) — x 


Suponha, por absurdo, que existam u, vem [ a, b ], com u < v, 
e tais que f (u) > f (v). Se f (a) < f (v), pelo teorema do valor 
intermediário, existe c em ] a, u [, tal que f (c) = f (v), 
contradição. Se f (v) < f (a) < f (u) ... 


CAPÍTULO 6 


6.1 


a) +00 
b) 0 
c) 0 
d) 0 
e) —o 
po 
g) 0 
h) +00 
i) +00 


j) +00 


6.2 


a) 2 


b) -4 


c) — 


dl 
4 


e) O 

f) Não existe 
9)0 

h) 5 

a) x>-1 
b)x<-10ux>1 
c) x<0 

d) xx*0 

e) x<-1(0ux> 1) 


f x>0exx%1 


6.3 


b) e 
c) E 
d) e 
e) e 
f 1 
9) e 
h) e 
2. Sugestão: a" = e" ln a 
3. a) 2 
b) 0 
c) In5 
d) +00 


CAPÍTULO 7 
7.2 

1. a)? 
c) 2x 

2.2 

3. a) 3 
b) 3 
c) 3 

4. a)3 


5. a) y=4x-4 
yal 


c) x-6y+9=0 


d) y=x-1 
> l 
6. )2x + 1 b)3 13 d)——s IS DO £ ——= 
a) 2x h c) 3x a e Í g (x + 2 
14 g60-80)_/ 2sex<l 
i y=] —1sex>l 
x) — g(l x)— e(l 
lim 80) 7 g0) ) 78 El lim 2809780) ) 280) 
x—>1' x— 1 x>1I 
15. 


x=] 
a) 2 


h) — 


E 


= 


"od 


7.3 


7.4 


16. 
17. 


by 


un 


b) 


b) 0 
b) Náo 


a) 5x 
b) 0 
c) 80 


3 

6 DIO” e)=> dx e)-— f- 
x= X 

g)l n-3x? 


7.5 


2.y=x-1 


4. a) 2 In?2 

b) 5*In5 

c) Tina 

d) e 
ai x In 3 0) x In 5 
1. a)cosx 

b) «2 

2 

2. y =X 


IO | 


4. a) sec? x 
b) secxtg x 
5. Y=X 
6. a) -cosec? x 
b) -2 


7. a) —cosec x cotg x 


| 
x In 7 


d) 


| 


X 


7.7 


b) — 4 


a) 6x 


bo | 


b)3X + 2x 


2N'X 


c) 9 — 4x 


d) 3+ 


H 2= 


24x 


l 


5 
XT 


a)f' (x) > 0em ]-%, —2[ e em JO, +ol:f' (x) < 0 em ]-2, O[ 


5 
a)f'(x)>0em [22.2 cemn. +ol:f' (x) <0em Ll 
b) +% e —% 
c) 


a)y = 3x b) f’ (x) > 0em R 


7. 


p 


15x? —18x—15 


] — x? xº +2x +1 
(x? +1) (x + 1)? (5x — 3)? 
l—x l | 9x2 
e) 5- —— == — 
(x— 1) P 24x (+27 


4x3 (3- x))—- 7x2 +3 


3x — Yx 
g cdi LA h) — a E 
6x yx 4 4x? (12 + 3)? 
a) (1-3) e (1.5) d) 
2 2 


b) g'(x) >0em]-1,1[ 
g (x) < 0em ]-o, —1[ 


eem ]1, +%f[ 
c)0 
2 
a)6x— 5 senx  b)-— FD = E Ta cad c) sen x + x cos x 
(x? +12 
= 2 = — 
d) x [2 tgx + xsec? x] e) tg x dai 1) sec* x 3 (cos x ca 
te? x (sen x + cos x)” 


ci Did Et. Ed! h) sen x [2x — 1] + cos x pé + 1] 


) 
ú (3x + 2)? 
ld El J) —3 sen x + 5secxtgx Dcotgx—x cosec? x 
2x — (12 +1) tgx 


2 yx 
m) 4 sec xtgx — cosec?x n)2x+3 tgx + 3x sec? x 0) 
sec x 
x(x+1l)cos x + sen x l + x cotg x 
j= 5 3 q) 
x* sen“ x cosec x 
5) (x—1)cosx—(x+1)senx—1 

(x—cosx)? 


1 e 
r) cosec x | 3x2 +——- (x? + x )cotg x 
2N'X 


10. a) (2x- 1) sen x + x° cos x 


b) 0 


7.8 


11. df’ > 0em | 0, T| cem = 2r | 


12. 


c) (6a — 1) sen (3a) + 9a? cos (3a) 


d) (2x? — 1) sen x? + xf cos x? 


f'(x)<0em ¡al 
4 4 


axe [2+] b)3+ Ea c) e* [cos x — sen x] 
x 
e)2xInx+x+2e f) PRA g)5x [1 +2Inx] 
ll x] 

elx 1]? a 1=Inx r ye” 

—. Y E 

(x4 + 1) x4 (x + 1)* 
a) e* [cos x + x cos x — x sen x] b)x[(1 + In x) (2 cos x — x sen x) + 

+ cos x] 


q ” ” 
c) e* [sen xcos x + cos” x — sen” x] 


„| X i a 
d) ex [Esa + yx) (tg x + sec?x) 
NX 


a) f(x) = 16x? + 2,f£"(x) = 48x? e f(x) = 96x 


, REST r — 2 m LER 6 
b)f (x)= — x , f Œ= = e f(x) = 4 

, tr 12 rr —6 
SF 0) =10x+ -p f" x)= — = e f(x) = 60x 


df x= 9% — a = 18x e f”(x) = 18 


> 
— ) xº sexz0 _ f 2xsex30 ua) 25ex>0 
A a FO) = L re x<o 1 O o 


f"()=0parax + 0 


3 2 
-)xsexz0 cn) Ixsexz0 mo _)j 6xsexz0 
= as e se x <0 O= E sex<0 ef œ E sex<0 
A 2x +3sex <1 i 2sex<l 
DIO = 15 sex>1 €f 0W=10sex>1 
n—=1 
(—1) 2 cosx sen for ímpar 
3 af a = e DIV œ = n 
(—1)2?  senx sen for par 
n+1 
— |) 2 senx sen for ímpar 
ofa = 1 A 
(—1)2 cos x sen for par 
DIO (o = (71+! n- x? 
7.9 
I a) =152+6 ps. 1 3 ga. 1 
dx dt sia r? dt (t+ 
d) Y =cost-tsent ye AA pA=2e3B+» 
dt du u (In uy? dt 
, 2 —(y3 
g) ds aa [tg t + sec? f] h) dy _ 3x“senx Q +1)cos x 
dt dx sen“ x 
„ dy  secu[l+3u tg u] dx 3 4 
do — > Pa 
du 3 u* dt E” t 
D) dx = el [cost — sen 1] m) A iw n) av = 477 
dt dv y dr 
dE _ dE _. du l2a 6b 
0) — =V ) — = my sa dr 
dv dv dx x!3 x7 
2. a) AAN +5) b) 9 
24x (x+4x y? 8 
3.8 
4. 36 


un 


7.11 


— (x+1f)-t|l1l+ — 


dt dt 
dy _ dx 


a) 6x 


b) 2 cost- tsent 
- 2 
o) oq + dÉ 
x? 


d) À 
f 
e) -2e'sent 


f) ex (x2? —2x +2) 
x? 


a) 4 cos 4x 
b) -5 sen 5x 
c) 3e” 

d) -8 sen 8x 
e) 3t cos té 
2 


f) de 


21 +1 


g) e” cost 
h) -e* sen e 
i) 3 (sen x + cos x)” (cos x — sen x) 


3 


| E A 
243x +1 


dx J dy 
dx (x+ t)? “dx, 


| 2 
2 3 x+1 m)-Se * n) E 0) eE* sec? x 
3(x+1)2 Yx—1 P+x+o 


p) —sen x cos (cosx) q) 8t (Ê + 3y r) —2x sen (x2 + 3) 
I+ e* 


- t) 3 sec? 3x u) 3 sec 3x tg 3x 
2 qx + e* 


s) 


2. 10 
3.4 


4. Je A+) b) é (cos 2x — 2 sen 2x) c)e “(cosx— sen x) 


de "2 (3c0s 3t—2sen3t) e)-2xe" + z -l 
2x+1 (e +e ty 
g) — 5 sen 5x sen 2x ES 2 cos 5x cos 2x h)3(€* + sy (e *+ Ze”) 
sen^ 2x 
a a2 —3t 2 — 1 
i) Me l-t pe“ | 2xIn(1+ yx) +— 
l ) J | b 2(Nx + x) 
2 ex — ex 
1) 3 (sen 3x + cos 2x)” (3 cos 3x — 2 sen 2x) m) > 
2je*+e-* 
xx + evx 
n| An p)In (2x + 1) + — 
axa +1 44 x? + xevx 7 
2 2 
q) Ag A | r) sec x s) —9X cos? xX sen xº 
x“ +1 
+20) In (3 + D)— 
sen? x + 2 cos? x 2 i 3t+1 
n- u) e4 


sen? x [In (3t + DJ 


tn 


a) —25 sen 5t b) — 16 cos 4t c) —w? sen wt d) 9e > 


2 X (y2 2 » 
e)2e™™ (x? — 1) f pn A= h) —— 
(+1 (1? + 1)? (x-1)? 
o AS _ Yyfy? — 
¡ie *—=4e Y npe*(4sen2x— 3 cos 2x) D) dat 
(x* +1) 


2 (3x3 + 312 +3x +1) 


m) 2 n) 72 [4 sen 3x + 3 cos 3x] 


2) y E 
„ (x+ x)? a 
o)4e “(x— 1)  p) —cos x cos (cos x) — sen” x sen (cos x) 


34 2012 já lx e RR E. 
q) 8x Ta +24x +10 r) £ a s) 2 ( E 3x z3 
(x? — 1 x` (x? + x +1) 
3 4x +12 
D) (243). +3 u) Nx +2) 
7. 8 
8. 11 
12. +2 
13. 10u2 
16. a) 3 sec? 3x 


b) 4 sec 4x tg 4x 

c) —2x cosec* xº 

d) sec? x sec (tg x) tg (tg x) 
e) 3xº sec x tg xX? 

f) 2x sec? x? e? x? 

9) —2 cosec 2x cotg 2x 


h) x? [3 tg 4x + 4x sec? 4x] 


23. 


1) 3 sec 3x 

j) -e* sec x’ [1 — 2x tg x] 

D 6x (x° + cotg x)” (1 — cosec? x?) 
m)2x [tg 2x + x sec” 2x] 

b) 7 

c) y =2x-1 


4 
7 


, 
a) 5% In5+ b) 2x2“ In2+2-3% In 3 


x In 3 
2x 2 
c) 2:32 +1 n3 +— > d 2x1 | nxt) 
(x* +1) In 2 2x+1 
3 
e) xsen 3x É cos 3x In x + dn | 
x 
x sen x 
f) (3 + cos x | In (3 + cos x) — 2m 
3 + cos x 
| ) 24 
g) X [(1 + In x) sen x + cos x] h) x +! E In x +4 | 
X 


D-0 +) “In(dl+i P (O + 107%) In 10 


cos x cos 3x 
2+senx 


D (2 + sen 190983: a sen 3x In (2 + sen x) + 


X Xx 
m) Ei. lc Sadi, n) £ + +) (1 + = l 
1+ x* x x l+ x 


0) ea + In x) In x + L| p) nxt! + mnr 
xX 


—yr =F 
q) (1+ xy? E Ei In (1 + x) + a | 
l+ x 


3. x+ nat) ++! 


b) 2x (1+ ery? In (1 + e¥)+ 12(1+ ey Zl gx 
c) (4 + sen 3x) In (4 + sen 3x) + x (4 + sen 31) 7 ! (3 cos 3x) 


d) 2x (+39 In (x +3) + x? (x +3)? -! 


ir o) a 
e) 2x(3+ 1" InB+m) fmx +1 f 
7.13 
á -1+)-4x2 + 4x +1 a 
e y = —— >> >> J. — 
2x 4 
, , ,— y ,2 
dx y dx e cm x 2xy + 2 
dy Y - l PE ARA dy dry 
dx 1+5yf dx 4y dx x+3y? 
a j 
gB- xX h) dy Cão Fy i) dy rre 
dx y +1 dx 3x4y4 + dx xe) + x 
nO. 2 _ p9%, Y o 
dx x? 4 y? +2y dx 5S-seny-—x dx 2+cosy 
l Xox , yoy 
5. y=——x+l1 6. +—— = 
f 2 a? p? 
3 
8. a)l b)y=1== 0-1 


Lo 
ll. y=>(x+3 
y ge ) 


7.14 


7.15 


a) dy = 3x dx 


c) dy = E dx 
(x +1) 
a) dA = 21 dl 


a) dV = 4mrº dr 
a) dy = (2x + 3) dx 
b) (dx) 


a) 2 - 2t 
b) 2 


c) v()>0em[0,1[ 
v (t) < 0 em ]1, +o00[ 


a) À 
2 


b) 0 


a) v (t) > 0 em ]0, 2[ 
v (t) < 0 em ]2, + 


b) a (t)> 0 em [0, 1[ 
a (t) < 0 em ]1, +o[ 


b) dy = (2x — 2) dx 


d dy = E dx 
j TEG 
3Ux* 


7. a) f(t)> O em ]-o, —2[ e em JO, +oo[ 
f (t) <0 em ]-2, OL 


b) f”(t) < 0 em J-oo, —1[ 
f” (t) > 0 em ]-1, +oo[ 


c) +00 e —00 


d) 


8. a)f'(t) > 0em ]-2, 2[ d) 
f'(t) <0em ]-%, —2[ e em ]2, +0[ 


b)f"(t)>0em]- 412,0[ 
eem ] x412, +0] 


f"(1<0em]-w, — 412 [ 
eem ]0, 12 [ 


11. 


17. 


19. 


7.16 


1. 


5 = 
Ponto de abscissa x = — 12. 1> 
6 (101)* 
(2, 1) E =e 
455 
3 0,9 
—— (cm/s) 18. — (m/s) 
2 1007 
dx dy 
— = | — cos ĝ e — = sen ĝ 
dt dt 
a)y = —3xe jedy b) ii E AA 
f 3 ` 12 3 
c)y=—2x+3e EE E dy=2ex=1 
` 2 2 
y=ly-L k yeke 
, > 16 3. y=6x ou y = 6x 
25 1 2 2 
O >» IG q sa 


7.17 


3 
a) (1,1) b)y=——x+— 
2 
y = —3x ou y = —4x 8. (0,12), (-2, —12) e (+=) 
2 16 


Pontos de abscissas 5 e 2 10. y=3x+2 
3 


y > te 12. (a, b)tal que b< a? 
+1 14. —1 
y=-x+— ou y= c+., 

4 4 


l 3 42 j2 
a) -5 DI o-r dO e)0 D g)0 na i) 1 
1 3 
A e E x? 2 
Dairy D yi+9x2 o OSC 1[1+2x%1n 5] 


d) (2 + sen x) E (2 + sen x) + EE 
2+sen x 


2 2-1 4? 
e) sec x ) e” [2t sen 3t + 3 cos 31] )In5>— + 
P enayi -i 


à 3x2 + 4x—1 32 — 44 » 3x(4 + x2)sec? 3x+(4 — x2)tg 3x 
Vog+n + Ms! (x? + 4)? 


ese nx [Nx sec yx tg Vx — 2] 


E n) ex x*(1 + In x) 
x4 


ID) sec x m) 


1 
1=x dia 12 In 2 
3 — 2— 3/x)2 


Xx 
l 


2 Vx cos yx 


s) )-6ecos3x u) —5 cotg? 5x 


a) 


c) 


y= 


y COS xy 


—_—_ 
3y4 + x cos xy 


l 


+ y* In y 


2y — y l 


$ = = (x — De 


38 


5D. PY LOA + = =2 


l— y 
x+ ey 


b) 


y sen x — cos y 
2 TA 
COS x— x sen y 


3 
ps fes 
i 5 


6. x+4y=90u-x+4y=9 


8. x+y=-1 


9. 0,5 m?/s 


10. 


11. 


13. 


0,064 7 


ue 


m? /s 


0,3—0,4rh 


14. 0,003 m/min 


17. 


21. 


22. 


a) 2x? +2 


b) 4x? + 4x 


a) cos (sen x) 


b) 
c) 


d) 


ZX 


2 


2 In (x? +1) 


1 + [In (x? + DÊ 


2e 


2 (ex2 
X” ¿NE JA 
e 


23. a) cos (sen x) cos x 


b) 1 


bo 
un 
2 
II 
| 
WO 
= 


D) — 


to |O 


27. a) h"(t)= -9 cos 3tf'(cos 3t) + 9 sen? 3t f "(cos 3t) 
28. a) y+2ty 
b) 3 


29. a) cos y + (x + sen y) (cos 2y — x sen y) 


34. PO)=P(D+HP(D(x— D+ Em (x— 1) + a (x — 1)”, ou seja, 
P()=6+5x-D+30-12+ œ - 1° E 
0 
39 ) 101 b) 1 c) “8 d) 1 
8 18 17 2 
| l 67 
41. a)l b) —— c) — d) +00 e) — D — 
3 4 7 
CAPÍTULO 8 
8.1 
LoT HE Gg yt a. pí pl 
2 6 3 4 6 
h) -2 i) == j) =— D — m) —— 
2 3 3 
3. a) — b) — c) — d) 42 e) x Dx g)— h) O 
2 2 2 
a T age 
I 3 Dx 


8.2 


10. 


11. 


a) g (x) = Vx 


aty= + 
x 

g (x)= xl 
x—1 


a)y=In(x+ yx? +1) 


b) 


b) 


5. 


x ; 
a) arc tg x + c) d) - 
1+ x? J1- 9x2 yl — xó 1+ x? 
6 ex 
€) —_—____ f == ge *l 3 arc sen 2x + —=— 
1+ (2x + 3)? Ji- e% | Ji- 4x2 


2 — 
h) 3(1+ 16xº) cos 3x arc tg 4x — 4 sen 3x i) xe E + xX 


(1+ 16x2) (arc tg 4x)? 


E tg x + Hz cos 2x + 2x arc tg x sen 2x 
> x4 
J) 


cos? 2x 


3x l 


(1+ x4)arc tg x 


— : l a 
|- * arc tg e” + a er E 
2 


1+ 4x? 


- 2 
arc tg e* sec” x 


m) 
tg” x 
o 1 l 
(D=Deg!(D=-—— 
8 > 8 8 
b) JBD=18(D=Seg"(D= 


| 
1+ 3 (g (0)? 


b) g'(x) = 


c)g'(0)=1 


| 
| 


ES 
>, 


CAPÍTULO 9 
9.2 
1. a) Est. cresc. em ]-o0, 0] e [2, +oo[ 


Est. decresc. em [0, 2] 


b) Est. cresc. em ]—%, —1] e 


E 


Est. decresc. em |- l, = 


~ 


c) Est. cresc. em ]-00, —1] e [1, +oo[ 


Est. decresc. em [-1, 0[ e JO, 1] 


d) Est. cresc. em E + 


Est. decresc. em 


l 
]—%, O[ e [7 | 


e) Est. cresc. em ]—%, O[ e [Y2, +oo[ 


Est. decresc. em ]0, 3/2] 


f) Est. cresc. em ]-00, -1] e [1, +o0[ 
Est. decresc. em [-1, 1] 


Observe que f (0) = 0. 


g) Est. decresc. em ]-c0, -1] e [1, +oo[ 
Est. cresc. em [—1, 1] 


h) Est. decresc. em ]-oo, 0] 
Est. cresc. em [0, +o0[ 


i) Est. cresc. em R 


j) Est. cresc. em ]-oo, 0] 
Est. decresc. em [0, +oo[ 


D Est. cresc. em [-In 2, +oo[ 
Est. decresc. em ]-oo, -ln 2] 


n) Est. cresc. em [1, +o0[ 


Est. decresc. em ]-oo, O[ e JO, 1] 


Observe: =—————————— = y4 — y 


l 
0) Est. cresc. em > 2 


l 
Est. decresc. em La, e e 


[2, +00] 


p) Est. cresc. em [-1, +oo[ 
Est. decresc. em |-oc0, —1] 


q) Est. cresc. em ]-c0, 0] e [1,2] 
Est. decresc. em [0, 1] e [2, +00] 


r) Est. cresc. em [1, +o0[ 
Est. decresc. em J-oo, O[ e JO, 1] 


s) Est. cresc. em ]-o0, 0] e [2, +oo[ 
Est. decresc. em [0, 1[ e ]1,2] 


Observe: g (x) = LP + A 
2 2(x—1) 


t) Est. cresc. em JO, e] 
Est. decresc. em [e, +oo| 


u) Est. cresc. em ]-oo, 0] 
Est. decresc. em [0, +oo[ 


2. [-2, -1] 


3. Cada um dos intervalos [-3, -2], [0, 1] e [1, 2] contém uma 
raiz. 


4. a< -27 oua>5 
5. a) +% 

b) 0 

c) +00 

d) 0 

e) O 

f) + 


6. a) Est. cresc. em ]-oo, O[ e [2, +oo[ 
Est. decresc. em JO, 2] 


DS, 


J 
i 
2 


b) Est. cresc. em [e”*, +00[ 
Est. decresc. em ]0, e~t] 


9.3 


1. 


c) Est. decresc. em JO, 1[ e ]1, e] 
Est. cresc. em [e, +oo| 


d) Est. cresc. em [e”*, +o0[ 
Est. decresc. em JO, e 1]. 


a) Conc. para cima em 11, +oo[ 
Conc. para baixo em J-oo, 1[ 


Ponto de inflexão: 1 


b) Conc. p/cima em le +00 | 
Conc. p/baixo em ]—%, El 


Ponto de inflexáo: - 


c) Conc. p/cima em ]1, +o0[ 
Conc. p/baixo em ]-oo, 1[ 
Ponto de inflexáo: 1 


d) Conc. p/cima em ]-oo, —1[ e JO, +00] 
Conc. p/baixo em ]-1, O[ 
Ponto de inflexão: —1 


e) Conc. p/cima em Jin 4, +00 
Conc. p/baixo em ]-oo, In 4[ 
Ponto de inflexão: In 4 


f) Conc. para cima em ]-%, — 2 [e ] 42, + 
Conc. p/baixo em ]-— 42, /2[ 
Ponto de inflexáo: náo há 


g) Conc. p/baixo em ]—%, — 43 [e 10, 43 [ 
Conc. p/cima em ]— 43, 0[e] 43, +] 
Pontos de inflexão: +./3 e O 


h) Conc. para baixo em R. Não há ponto de inflexão 


i) Conc. p/cima em Je”, +oo[ 
Conc. p/baixo em ]0, el 
Ponto de inflexão: e” 


j) Conc. p/cima em ]-oo, O[ e ]1, +oo[ 
Conc. p/baixo em 10, 1[ 
Pontos de inflexão: 0 e 1 


ba 


D Conc. p/baixo em]-oo, O[ e em 10, 1[ 
Conc. p/cima em ]1, +oo[ 
Ponto de inflexáo: 1 


m) Conc. p/cima em ]-00, — ./3 [e em ]0, 3 [43 [ 
Conc. p/baixo em ]- ,/3, 0[ e em ] 4/3, +ol 
Pontos de inflexão: +./3 e 0 


n) Conc. p/baixo em ]-oo, O[ 
Conc. p/cima em ]0, +oo[ 
Ponto de inflexáo: náo há 


o) Conc. p/cima em JO, +00] 
Ponto de inflexáo: náo há 


a) c) 


|= - 


e) I) 


m) 


x? 
Observe: ——  =x- 
l a 


9.4 


8. 


a) 10+6b+3c=0€e 
10+4b+cz0 


b)b = 


a) 2 


b) 99 
10 


c) +00 
d) +00 
e) 0 
po 
9) O 
h) e 
i) +00 
j) +% 
I) +00 
m) +00 
n) 0 
0) 0 
p) 0 
q) 0 
r) 1 


> 


ec 


s) 1 


a) O 


b) +00 


9.5 


el 


. 
e 


To 


10. 


. 
— 
mí 


— 
tn 


16. 


17. 


19. 


Obs. Os pontos de inflexáo estáo localizados 
, 4 
nos intervalos | —2, — 
9.6 


3 
E ES e [2,3] 


a) 1 é ponto máx. global 


-1 é ponto de mín. global 
b) 


to | — 


é ponto de máx. global 


c) Não há ponto de máx. local nem de mín. local 
d) 1 é ponto de máx. local 
2 é ponto de mín. local 


es r 
e) — > é ponto de mín. global 


f) 1 é ponto de máx. global 
g) 0 e 2 ponto de mín. globais 
1 ponto de máx. local 
h) ponto de máx. global 
rt ponto de mín. global 


i) -1 e 2 ponto de máx. globais 
0 e 3 ponto de mín. globais 


j) a é ponto de máx. global onde q é a raiz da equação 1 — x? 
sec? x = 0. 


I) —1 e 1 ponto de máx. locais 
0 e 2 ponto de mín. locais 


m) 2 é ponto de máx. global 


n) O é ponto de máx. local 


> 
— é ponto de mín. local 
i» 


A 3 z z 
o) _ v3 é ponto de máx. local 
E 
ho | 


y3 


é ponto de mín. local 


P 
2. Quadrado de lado = 


| 


3. 


L 
dr to 
ba | 


13. 


14. 
15. 
17. 
18. 
19. 


* Base 


* Tangente no ponto de abscissa p = BEA 
3 


— e altura ,/2 
A! 2 = 


o 
* Raio da base TES e altura de 


| 37 T 


3 
.y-2=-Y2 (x-1) 


X 
e E 


| x =40 /5m 


— 
Á 


l 
2 


(1, 1). O coef. angular da reta que passa por (1, 1) e (3,0) é — 


e o da reta tangente em (1, 1) é 2. 


9.7 


20. 


| 


22. 13 
x= — 
3 
23. q= 10 e Lax = L (10) 
24. y =-2px + 1 + p’ em que p = NA jips Y 
> ) 
(1 \ / \ 
25. [2 5 "m 5) 
3 > > P 
Ne ES + X = = 
26. py 27. (= NH 
2 8 
z EMA” PEE 
28. Éo retângulo em que | 7»0 | é um dos vértices. 
LU / 
29. (1 1 
TT) 
30. É o retângulo de vértices (p, 
(1 | p | p - 
—, 0 |, | p, = — > | onde p =.,/3— 242 
P j] 1 ltp“ p 1+ p4 p=43- 242 
1. a) -1e4 pontos de mín. local 


b) 


O ponto de máx. local 


1 
v 


p 
Y 


vo [to] 


ponto de máx. local 


0), 


| to 


NE ponto de mín. local 
\ A 


c) 1 ponto de inflexão horizontal 


d) -1 e O ponto de máx. local 


-= 7 ponto de mín. local 


- 


e) 1 ponto de mín. local 


f) O ponto de mín. local 


S 
— ponto de máx. local 
5 


`- 


9.8 
1. f(-2) = 7 valor máx. 
8 
fB) = lá valor mín. 
4 
2. f(-2) = -27 valor mín. 


f (1) = O valor máx. 
3. f (-3) valor mín.; f (72) valor máx 
(3 Y 
4 y | a | valor máx.; f(0) valor mín. 
5. f (71) valor mín.; f (0) = f (2) valor máx. 
6. 


fi Z | valor máx. 


Náo possui valor mínimo. 


CAPÍTULO 10 


10.1 


10.2 


2. y — ex 
3. x(t) = e” 
4. 


10. y=e* 
1. a) y=42x? +1 


b) y — e0 cos x) 


oa 
` 


x2 3x2 E g 
a) — +k b)3x+ k c) —+x+k d) — +>— +x+k 
2 3 2 
4 4 ) 
x x » | x4 1 
e) —+ k — + xt +3x+k )—— +k h) — — 
4 de 4 Ñ x 2 2x 
Y 3 3 2 4l 
i) je q x3 +k D — 3x4 Y) == Inx+k m) 2x + 445 
3 4 2 5 
2 = 
n) Zx? +bx+k o) x3 ++ — z +k PENE bd 
2 2 2x4 3 X 
3 ra 
q)2Inx-—>+k Elo el 
x 7 
4 2 
E Ra +k )D+nx+k 
2 3x- 2 
2 
a) qeu +k b)-e *+k c) + 3e* + k d) = sen 3x + k 
l l a 1, y 
e) —— cos 5x + k f) — et -—— e“ +k g) — — cosx+k 
5 2 2 3 


h) 3x + sen x + k i) 5e e )+k j) A ex +k 


X 
D) - cos 3r+ sen Sx+k m)lnx+ e“ +k n) —2 a 


3 Aa 
0) 3sen Z +k p) Na! + sen 3 + q ++ 
e 5 3 
Hage" + 1 
l Xx 
AAA DA u) 2x — 3 cos— + k 
2 x x? l 

a) y= =—x+2 b) y= — — > + x+ — c) y = sen x 

` l 4 2 4 

2 - 
Silos ade e) E add Py=-e*+2 
3 3 f 4 4 


dass b)y=3x+Inx—l 
xX 


y? = 5 l 
c) y= =— +wx -> dy=Inx—-—+2 
2 2 X 
2 
a) x= — +3t+2 
b) x(2)=10 
c)a(t)=1 
=> 9 x(t) =x + va +r 
> < Al 0 0 2 


3 
ax=P+38+2 b) x= 1-1 c)x=>2+t+1 


to | 1» 


E 1 l 1 1 
djx=e'+t e) x=—— cos 2t +t+— fP x=—— sen 3t+—t 
4 4 9 3 


g)x=arctgt 


a) b) y = cos 2x 


c)y=e*-1 


d) y = arc tg x 


CAPÍTULO 11 


11.5 


© 7/2 


16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 


38. mn2+2 39, 2 a. -2 4 Leco?) a Z 
4 4 
43. 22 dá Lil e dé Ds 
2 2 5 
T 3 , - a 
4. % 48 2 49. e-1 50. In2 51. In2 532 0 
6 In 2 
E 5 T - T T 2 
aS a LL MW TL] ML EL W l 
4 4 4 4 In 3 
so, e-l 60. 477 
1+ In 3 4 
11.6 
La 


a 
. 


6. Área=1 
0/*1 2 
8. Área= 21 


15. 


Area =2 (y 


2 


la 


po 


11.7 


23. 


24. 
25. 
26. 


11.8 


2 7 
) — In — r) o 
1 4 


3 
e NES so ma ao 
6 15 9 4 
15 5 E e = 
> pHk D>fet-l )—[e-1 
g 64 n> y 18 1 J Lia ] 
RE 2 2 
m) — n)— In2 o) — p) = 
3 6 9 3 
y M o 46 
192 10.302 429 
-2 _ 2e7l 4 
az b) =1n 5 ES 
3 2 
= e) 
a) 3427 p 3367, 243 nl 
3 12 4 3 
343 —1 3 5 8 
P E g) 5 In > h)=1n 5 ds DN2-1 
76 3-41] 7 
I) 15 m) 5 nO 0)35 p) 34 
py pz pe yy 
2 24 24 2 
a) 6J 


bo 


YU 1 


10. 


11. 


5-3 
y“ = — 
2 
5 
d) 440 e — 40 


d) 0 
x | l 3x? 
a) —3x dx = — mv* — — mv, logo 4 
| 2 2 2 
b) 3 
12 
c)1e-1 
d)|x|=1 
e) Oscilatório 
b) 5 e —y5 c)x=0 d)lxi= y 
aj)lvl= ss 140 — x? b) 4 c) 40 
| | 
Y — 1 —o — 
Vox 
dá _ l 7 l “9 > “9 2 
ma dx = — mv* — — mvj ou 2a (x — xo) = v? — vĝ- 
Xo 2 2 
vê 
by L 
28 


b) v,=1 


7413 


3 2 
Í 3x cos 30° dx = ——— J 
0 4 


32 
a) 2>] 
” 


b) 0 


—] o 
12. Í —— E ps L 


-2 (4+ 12) /4+ x? v5 48 


CAPÍTULO 12 


12.1 


1, 


y x? xê 2 3 
a)3x +k b) — +k c) — +k dd) 4x? +k 
2 6 3 


1 


2 
x= 


+k h)x+ Inlxl+k 


5 5 7 l 
e) -Yx' +k =— tk = 
a P 33 g 


3 
Dimite q +3 Ina Dx+Inlxi+k 
E a 


m) e + 4x+k n) Les +k 0) =5 e +k 


p) £ e e +k q Inlxl-e *+k r) Es ex — E +k 
2 4 x 


4 H f 
danket DŽ +hnizl-} +k u) N2 2x 4 k 
x 4 x 2 
L-a 3+2In2 l T T 7+3In2 
ste no SC nes y do ps 
3 te ) > e A E f 


a)—cosx+ k b) = cos 2x+k c) = sen Sx + k 


l l i 
d) —— cos 4t + k e) —sen7t+k Ns N3t+ k 
4 7 43 


2 


” 
a X4 l 
Har nei Dr dé DE 4 sen 3x+k 
4 6 2 15 


cos 3x + k D) let qem Tx+k 
3 14 


J) Inlxi— 


| E 


l 1 
m) — sen 3x — — cos 4x + k n) es cos Es 3x+ k 
3 8 6 6 


o)-2cosx+k p) a sen 3x + e Tx+k 
9 49 


l 3x 


q)— e” EEST TEN" 
9 3 


10. 


3 — 2 
a) > b) 2 4/2 g- d) Z 

4 3 4 

l | 
b) —x— —sen 2x + k 

2 4 

| l l l 
a) —x+— sen 4x + k b) —x + — sen 10x + k 

2 8 2 20 

l l l 1 
c) —x — — sen 6x + k d)—x+— sen x+k 

2 12 2 2 

3 l l 3 l l 
e) >x + — sen 2x + — sen 4x + k  f) —x+—sen2x+ —sen4x+k 

8 4 32 8 4 32 

1 l 

8) x— — cos 2x + k h) x + cos 2x +k 
n 5l 10 1 a 3 l 
i) — x — — cos 3x — — sen 6x + k J) —x — sen 2x + — sen 4x + k 

2 3 12 2 8 

J2 T T 37 

a) qua b) — c)=+1 d) — 

16 8 8 2 16 
4 "2 


a) -ln | cos x | + k 
b) tgx+k 
c) tgx— x +k 


d) In |secx+tgx|+k 


l 
e) -5 In 1 cos 2x1+k 


P - In [sec 3x + tg 3xl+k g8) — 3” +k h) 5 arc sen x + k 
É ni 
5x i ox 

D)— et +k pEsLga+k 
In 5 2 3 


Dx+tgx+2Inlsecx+tgxl+k m)x+tgx+k 


14. 


— 
un 


16. 


17. 


12.2 


a) sen 6x cos x = 1 [sen 7x + sen 5x] b) o cos 7x — Es cos 5x + k 
2 14 10 


a) e” i= co 4x + k b) E o ¿A x+k 
12 8 14 2 
l l 1 

c) -— cos 4x + — cos 2x + k d) -— cos 6x + k 
8 4 12 

a) sen 3x sen 2x = -1 (cos 5x — cos x) b) en sen 5x + 5 sen x + k 


RE sen 7x + Es sen 3x + k 
14 6 


a) e a 2x+k b) aa e a 3x + k 
8 4 14 6 


l l 
c) —— cos 5x — — cos x+k d) p o 4x +k 


e) EA sen 10x + 1 sen 4x + k 
20 8 


a) 0 


b) Ë 
7 


a) Osemín;nsem=n 


b) 0 


2y 2) m l 

a A - 2 —93 > Z Z y 

a) T + k b) 9 (x — 2) +k c) 3 In 3x — 21 + k 

dijo dif e) dk ple? sk 
3(3x = 2) 2 2 


La . . 
g)—e" +k h) E T 1) L in x4 +k J) I i 6x + k 
3 5 4 6 


D E cost x+ k m) È senô x+ k n)2lnix+3I+k 


0) Š Inl4x+31+ k p)— ! y (+ 4x2) + k D Sn (+62) + 


l ly 243 2 f 3 
>> s) — VA + 3x4) +k t) = (1 + e¥) 
8 (1+ 4x2?) 9 ` g 
1 l ¿2 
) > v) +k | =€" +k 
2(x — 1) cos x 2 
| | TEAN 13 
(1-2) JS | c) > In 3 d) — In— 
2 e 5 2 
2 2 1 l 3 . 
e) y2 —1 \ )— h)— D> DD D— m) — 
i dos Ska ”3 g ? 
3 5 4 6 
aj E EA b) sen“x — sen’x +k a sentx — senºx E 


5 


t 
Uy 

E 

o 


2 2 
d) E cos? x +k e) e Ja + cos? x)? +k 


nŻ il (5 + sen?x) +k g) —cos x + aço x+k 


h) A i) 7 tetx+k J) 5 tg2x +k 


D) Iys x+k m) E ge gal x+ k 
3 6 4 
n) =2 4 cos x)%2 + k 0) +k p) Em k 
3 COS x 2 cos! x 
O xo sen dx th r) secx + cosx + k 9) 7 In13+21gx1+ A 


a) 21n|x-3|+k 
b)5In|x-1|+2In|x|+k 


c) Sin px a] + 


DX a mix—21+k 


6. 


e)x-In|x+1|+k 
f x+3!In|x-1|+k 


g) 2x+In|x+1|+k 


x +1) 
h) ETE 1) Hb +k 
1 1 3 7 
4) = Inlx+H+ o Inlx— 11+« b) 25 1 1x1+ > In lx 21+ k 
1 l l l 
c) —Inlx—21+ — Inlx + 21+k d) —Inlx-—21- — Inlx + 21+ k 
2 2 + 4 
e) -8ln|x-1|+13In|x-2|+k 
f) Inix-2|+k 
g) -21n|x-2|+2In|]x-3|+k 
h) -4In[x+1|+5In|x+2]|+k 
x 
b) arc tg—+ k 
v5 ys 2 
110 x 3 x 
c) arc tg 2 "4k d) -arc tg—— +k 
2 V5 WS 
l 2 1 2 3 
e)—In(S+x)+k f) — In(1l+4x)- — arc tg 2x + k 
2 4 2 
e) Ins) > arctg Š +k mw mata- > agat 
2 2 4 2 
É s 2 x+2 
Darctg(x+ ID) +k partg(x+ D+ k I) —— arc tg —— + k 
NS AS 
p 9 Yy 
m) 2 arc tg E ea arc du SE 0)2arctg(x+1)+k 
2 2 y3 V3 


12.3 


10. 


1. 


” 


FK b) À In(16 + 2%) +k act sk 
4 8 4 


a) ———— 
8(16 + xt)? 


d= nico dd e)InlInxl+k E +k 
2 In x 


eg)tgx— x +k h) arc sen x + k i) È are sen 2x + k 
« 1 $ 5 X i 
J) —— 1 4x4 +k I) arc sen — + k 

4 2 


SEN A. 3; 
m) n J1- 4x? + — arc sen 2x + k n) 2 e sen +k 
2 2 3 2 


- ~ - 


0) > arc sen e +k p) arc sen e +k q) —2 1 — et +k 
r)aresen(Inx)+k  s)2aresen(x+1)+k  Barctgeél +k 


u) - In (1 + 3e“) +k v) sen (In x) + k x) A arc tg xt +k 


a) (x-1)e +k 
b) -x cos x + sen x + k 


c) e (xé-2x +2) + k 


DE (ma-5)+ 
2 2 


e) x(Inx-1)+k 


12.4 


bo 


2 
g)xtgx + Inlcosxl + k m |n ln |+ 


2 
. 2 a e l 
Dx(nxy” — 2x(Inx— D +k Doe > )+k 
D) - e" (sen x + cos x) + k m) == es (cosx + 2 senx) + k 
1 2 2 1,2 2 2 
a =le" +k rs + cosx”) +k 
—X 
p) £ — (2sen 2x — cos 2x) + k q) -x° cosx + 2xsen x + 2 cosx +k 


3 3 
b) $ sec xigx + di e A 


| 3 


a) =t sen- X cos x — 2 cosx b)—— sen xcosx— —senxcosx + >x+ k 
a 3 4 8 8 
,—5t 

4 + (cost + ssent) +k 
s2 

a) 1 
b)21In2-1 
c) 1 BM 

= e2 — 1 

2 
d) 1 2e-s = 2 ves = 2 os + Es 

S s> j s~ 


a) Taro sen 2x + 2x y — 4x? J+k b) arc sen A +k 

c)In(x+ J4+x2)+k d) = are ES +k eJ-Vl-x2+k 
3 2x 2x EPE 5 

— | arc sen — +— 413 — 4x4 |+k 

P 4 E S B 3 y | 


g) > larc sen x— x Vl — x? ]+k 


h) T [are sen x— x yl — x? (1-212)]+k 


i) In —  |+k 
1+ la 
9 -1 (x-1)49- (x-1) 
2 3 2 
[) Faça 2x = 3 sen t m) -x2 +2x+2=3-(x- 1?; 


facax—1= 431 


o — J4- x-1} +k o 


n) 2 arc sen 


2, 7 
2 


3. zab 


+08 _ (+92, (+91 
13 6 11 


2 + 2 
A +2 (4-2 + 2 (x — 1)? + 
A 1) 5 1) za 1) k 


a) +k 


+ 2 


c) 2 (Vx — In (1+ Vx) +k d) -——+ 5 
l+ x (1+ yx)" 


l l l 3123 1/2 
rre PA k — (2x +1)” —— (2x +02 +k 
3x +) 4(a+ 1 di 5 pa ) 
f — ! e: 2X f f 
g)2 yl —e* +In Es k h) Er CA a E yy +k 
1+ 1- ex 5 3 


i) > ar sen (x — D-4 j2x — x? (x+3)+ k 


Al x+1 dl x 3 
pare tg E d+ 0 (EL Jaresena+ dio? + 


m) > (arc te (1 + 1%) — x arc tg x + 5 In (14%) +k 


arc tg e” 
ex 


n) (x + I)arctg Vx— Nx +k 0)- +x- 5 In (1+ e) + k. 


a) lng++Lacgã+k b) mnO+4®- Larctg 2 +k 
E 2 2 4 6 3 


l in(2+2x+2)+9arctg(x+1)+k 


c) 
2 

d) Ama tat 1) — EM arc tg ci +k 
2 4/3 3 


e) In (x2 + 4x + 5) — 3 arc tg (x + 2) + k 


l 


D 5 In (9 438) — arctg | +k 


l X 

3 3 

34/92 e 

3 2 e E 8. 4213 31n3 
43 3 6 


12.5 


10. 


a) x=3 sent 


b) x=3 sect 
c) x=3tgt 
d) x= sen t 


e)2x= «3 sent f)2x= 43 sect g)2x = 43 tgt 


h) 3 x= V42 sent i) V3 x= X2 sent j) 43 x= 2 sect 
Dx-1=u%u>0 


mli+e=u,u>0 


n 3 13 
PC CA 

2 2 
0) 1 + yx = 
LEO Ein 2. —2Inlx—21+3Inlx—31+k 
4 x+2 
l - 2 l y=] i 
— Inlx — 41 +k 4. InlxX—1ll+>In + k 
2 2 x+1 
i 5 2 
6Inlx=-11+10G— D+ —(— 1) +k 
n= = 4d 

x-1 


snes Ema <3 144 
4 4 


Inlx— 21 — 


x—2 2 (x — 2)* 


- — 


-3Inlxilt4Inlx— 1I+k 
x—Iinlxl+3lnIlx-—11+k 


2 
1. E +2x+4hnlix-1l-— +k 
2 x— |1 
2 
2 E pir mix-114+ mi-ai 
2 2 2 


3. —arcteg E +k 
5 5 


14. In +9+ l ctg +k 
2 3 3 


IS xF2m|x=3|=2MmIlx+31+£ 


16. — Inda 4 Im 21 k 


ml = 


12.6 


2 l 
+ 


l. a)— — 
x=1 2 (x — D- 


+k 


9 
Matilla rd E missa 
6 10 15 


E mt el atik 
2 2 2 
e 
A mieri Epp === sd 
9 9 3(x—1) 


amaii = nx + 114 S Inlx 2144 


~ ~ 


f) Žinixi- Žmix-21- — Lo +k 
+ 4 


Siix-—21- 


x-2 2(x-2Y 


x? 3 35 2 
Hpi MEA A e hitti 
4 4 8 8 


i) e 
Jj) Verifique o resultado encontrado por derivação. 


5 
0) mixt Dn lx + 214 l 


DD +k 
27(x—-1) 27 27(x + 2) 


N 


l 2 


3. a) ———— ——— ~ +k 
2(x— 1)?  3(x-— 1) 
b) -++i nix- mix+2+k 
2x4 2x 4 
l 2 
c)—+3lInlxl-3lInix + 1+ + k 
X x+1 
da da E ai 
2 |x-11| 4 |x+2 


12.7 
1. 2lInlx — 11 + In (x + 6x + 10) + arc tg (x + 3) + k 


2 


3 
Í Inixi- £ mG? +2r+5)+ e el 


bo 


+k 


3. 2 In (QÊ + 6x + 12) — E ia š 


4. = Inlx+21+ Z mix+4i+k 


5. 2Inix— 11+ È In(Ê+2x+3)+ meig ŽE +k 


- YV W 


6. Inlx—21+ Z In (2 + 2r + 4) A arctg AH 


y 3 y3 
7.e 8. Verifique o resultado encontrado por derivação 


12.8 


—cos9x cosx sen2x  sen8x 


l. a) +k +k 
18 10 4 16 
3 b —cos 3. f 
c) sen x p Senx iy d) cos x Cosx | 
6 2 6 2 
=: + A b pa A b = 1» 
e) cos (n+m)x _ cos(n—m)x bien cos 2nx o al 
2(n+m) 2(n—m) 4n 
= 9 / 
f) cos 2x N cos6x _ cos 4x +k 
8 24 16 
p) 
g) sen 6x 4 sen 4x 4 sen 2x E 
24 16 4 


2. O (observe que o integrando é uma função ímpar) 


3. OsenzZm;nsen=m 


12.9 
x  senlOx —cos? x 
L a) +k b) +k 
2 20 3 
3 
sen? x Cos?” 2x 
c) +k d) — +k 
g 6 
5 3 
—sen x cos” x cos" x sen x , cosxsen x X 
o) Tien xcos x , 0087 xsena  coszsens ay 
6 24 16 16 
f) = aii si + (Lembrete: sen 4x = 2 sen 2x cos 2x) 
8 64 
3 d. 4. 0. 2x 
qr A, en x sen ke 
24 16 80 16 
senx | sen9x  sen7x 
h) + + +k 
2 36 28 
Jaa 2 | 3x 2j 
3. a) —+/sen? x+k b) sen x a qsen? x- = E = q sen” x +k 
1 sen? x 
c) 37 +k d) — In|cos x| — +k 
4 cos? x 
e = f) arctg(sen x) + k 
6senóx 4sentx A 


12.10 


6. 6 4 3 3 
à) tg” x ER b) sec x sec x, e) sec” 2x sec2x |, 
6 6 4 6 2 
sec? 3x 1 
d) == + In|cos 3x1] + k e) Bjsec x +k 
l tg? x 
f) —Injcos d+ —— ———— +k g) te x + +k 
sec x  4sec” x 6 
5 5 3 
sec” 3x ate x tgx 
h) ED +k E ed 
1) 15 1) 7 a +tgx—x+k 
-3 > 3 xte ; 3 
i sec xigx | 2SC HEX, A mise x+ tgx|+k 
4 8 8 
—cosec xcotgx | 
3. a) —~ 5 Inosec x+cotgx)+k 
—cosec xcotg x |l 
b) — a ás x+ cotg x| + k 
—cotg? x 
c) di ii 
12.11 
te £ -—1+ /2 
+ sen : O PTH 
La 2, Nel 2 Cl, 
4 2— sen x 2 PE = 40 
8 — l ye 
2 
3. 2 [In(l+cosx)-—cosx |] +k 
4. In|2secx+3|+k 
- l T T 
5. —In see( 1+2 ]+ig[ x+ z) tk 
2 6 6 
X 
6 arc tg = +k 
y: y3 


CAPÍTULO 13 
13.1 


13.2 


13.3 


13.4 


13.5 


w 
. 


2142 
ai 267 b) 21x 0) 157 d) 274 e) An 
3 8 2 3 3 
177 27 42-1 447 287 
2 — h) 47) —— j 
Do Das i ; dq Ps 
D) = m) Amr 
2 
2 = 
di. et +1 b) 7687 9m d) 2 e) a (x — 2) 
2 7 2 
497 2 887 
Pt Mi == 
Ds 8) > 3 
376 416 Ti» 37 Sm 
2 — ) (32 —1) da — — 
ld 15 / 15 id A E ) 10 A 6 
213 3 
A ,3 2 E 3 En 4. a 
3 3 12 4 
x 
a) ale? tái=r? b) 47Rº 


o) 5[BY2-Im(12+1)| 0 


a) (242 -1) 


lhe Ee 2 + 43 
d) 21243 — 2 + n 
i | da 1+ El 


p1+.1+e - 42 + » sad É 


l+yl+e? 


[Ir — 545 | 


c) 1+ ql + e? = y2 +ln Rs a 
1+41+e? 


13.6 


13.7 


ba 


lr, | 
z5 + In(2+/5)|(m) 


1. a) A) b) 42 -2 c) 4 d) 


2. 2 [245 + In(2 + /5 |m) 
l. a) 
c) 
1 
e) 


b) 


d) 


$) 


mi4 


5 


8) 


i) 


l) 


n) 


m) 


0) 


b) p= sen? 8 


3. a) — b) 1 c) > d) Z 


x 
ka x 5 
4. a) área=|3 (2—-cos0)2 do+ |, (1+c0s0)? do=" 343. 


0 
x—2 943 42 87 713 
na RAE Ses digo 
l l 
5, área=— | 02 do-— | 94 do = 
2 Jo 2 Jo 15 
1 + In 2 


T 
| f6 30 — = 
6.5), [2 sen 20 — tg 20] do = 7 


13.8 


13.9 


11. 


4 = W2-n(N2+1 
a) (0.2) b) C Mad do 
T 


T f l / f - ` 
SNT? +I + Inr 7? +1] 
2 2 À | 
'2(1 = E) 
4 
NE] 

243 2 + 43 
y 2 — > + In — 

3 | + y2 
3 3 


“1642 +16 In (12 +1) 


Os volumes em torno dos eixos x e y são iguais: 
277 | 47 Co Tio 5. 3T 

V =V, = =(293-18)= ==, Aáreat=(22-1%==, 
l l 2 3 4 4 


28 x 
Portanto, Xe = Ve E (Compare esta solução com a do 
x 


Exemplo 4.) 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


7 
* Como área = m e 


Pela simetria da figura, x, = 0; Ye = 
y me 
¿MT area 


l l 167 
Ve = dl y? dx=27| (4- 4x2 )dx = + resulta, y. = 
-1 0 >, 


3T 


2Rsenô 2R(1— cos) o 
X=——— ey =————— em que 0 = arctg a. 
30 l 30 
Sejam Y,. y,, € y, as ordenadas dos centros de massa de A,, A, e 
A, respectivamente. Então, 
Vi X V Y S 
Ie aar O a egue ue 
“  2m(áreaAı) 2x(áreaA) 5 E 
_ Ye (áreaA; ) + ya (áread>) _ Ve 
áreaA; + áreaA4, 2n(áreas) 
ei Ny 
Xe =5 eye “10 


Fazendou=1+x,resulta0<u<4e0<y<u”. Área = 64/3; 
45 9, 
Vos FT e V, = 1287. Portanto, u, = 3 e ye = = Segue que x, 
5 S 
24 


= 2 e ye = —. 
` a] 


CAPÍTULO 14 


14.2 


1. a), b), c), f 


3. 


a) x(t)= 1 0u x (t) =-1 


b) x()=0 
0) y()=-1 
d) Não há 
e) x(t)=1 


A x()=0,t>0 


14.3 


1. x(t)=0 
2. x(t)=00ux(t) = 1 
3. Náo há 
4. Náo há 
5. Náo há 
6. x (t) = 1 0u x (t) =-1 
14.5 
ad E 
L x=ke? b) y(x) = Oou y (x) = —— 
a) x e ) y (x) ou . CARE 
E = 
c) y= dad ÐTA=Ke “+10 
e) x= Jr? +k JP) y= kx 
ro 2t 
g)x(t)=—l ou aga h) y = In (x + k) 
1 — ke# 
Dv(t)=0ou v(t)= pDx=tInt—t+k 
1 — ke! 


- - 


9 
D) y = tg (In kx), -2 <in kx <= m) 10 [+] 


|3y2 
n) u= 3] 
Va 


- 


+ k 0) x= k Vi + t2 


2 


p) y = arc tg (x + k) q) r=acsen| +4 


- 


r) tgy=x+k, — 7 <y<Tidetgy=1g 


E 
(y— m)e = < y= m < T resulta tg(y-1m=x+kou y 
=m+arctg (x + k) 


2 (ke*! — 1) 
s)v()=-2Zouv()=-——— 
| + ke? 
t) w=ciIn|v| 
2 ke2u 
tu) x(t) = —2 ou X (= polar 
2. a)y=-In[ -x | b)y&)=2,xER 
e 
— px 
c) y= l d) y= 6- de 
2 — 3x 3+ et 
4. = — l 


3 A queda do corpo é regida pela equação m E 
at“ 


0 e v (1) = 8. Tem-se: 


= mg — av OU 


10 & = 100 -av e sabe-se que v (0) 


em que qa é a raiz da equação 


6. y = xe!” * (veja: a reta tangente em (x, y) tem equação 


Y — y= -= (X—x) paa X = 0, Y = xy, daí 
x 
dy dy xy — y 
Xy — y = — x— ou —= dA 
dx dx X 


8. y 700 a i 
[700 e 35  —1 


TOE > sendo q a raiz da equação 
y y ¡WU A 
lI+e 35 
4700 « 
_ | 700 E 35 -= l 
Va ¿700 a 
l+e 35 
9. y = 2x” (veja: o coeficiente angular da reta tangente à curva no 
, dy X PET . : 
ponto (x, y) é dr ==> a equação diferencial associada ao 
dx 2y 
A ~ dy 2y 
problema é, então, — = ——) 
dx X 
10 y= |x2 + 5 
11. 2.+ y/4 — y? 
x =-2 In ———— = 44- y?,0<y=2 
m 


X 
12. 8 In Al yk observe que y (x) = 0, x > 0, e y (x) = 0, x < 0 são 


também soluções 
j 
13. Sugestão: Faça u = T 


14.6 
1. a)x=ke'+2 


b) x=ke +} 
3 


c) x= ke es! 

d) x=kt+t 

e) y=ke*+x-= 1 
f T=ke "+3 


9) x= ke! — — (sent + cost) 


h) y = ke72% + — (cos 2x + sen 2x) 


2 
4 
i) y — ke” (nx- 1) 


j) v=k | |— x 
i \ x+1 
t 
2. a) — 
Q = ke RC 
b) : 


Q= ke RC + CE 


3. RR 
i (t) = Efi- r'| 
R 


i 
, r=) + 20 


5. a) C(1) = Cel 
b) 8,3287% am. 
6. C (Ð = 20.000 - 3 


2 
7. 10ln2 anos = 17 anos 
In 3 — In 2 
8 3 E 
*x(t)=—(e*% — 1) em que q = In — 
a 3 
9. y=x + 1 


X 


CAPÍTULO 15 
15.1 


15.2 


5. 


* Aplique o teorema de Rolle a / (x) = 


f(x) 
g(x) 


. Verifique que o valor máximo de f não pode ser estritamente 


positivo e o valor mínimo estritamente negativo. (Veja: se o 
valor máximo f (x,) fosse estritamente positivo teríamos x, em 


Ja, bl, logo, f(x,) = 0; seguiria, então, f” (x) = f(x) ...) 


. Quaisquer que sejam x e y em I, com x % y, f será contínua no 


intervalo fechado de extremo x e y é derivável no intervalo 
aberto de mesmos extremos, então, pelo TVM, existe x no 
intervalo aberto de extremo x e y tal que 
fo)-fiy)=f(x)(x—y). Da hipótese | f(x) | < m no 
intervalo de I, segue | f (x) - fO@)|<M|x- y] 


a) 0e4 
b) Não 


6. Suponha que x, e x, x, É x, sejam pontos fixos e aplique o TVM 


CAPÍTULO 16 


16.1 


1. 


ad) 1+ ia- 1) 


b) x 


c) EE 
12 


d) 1+x 
e) 1 
f 1-x 


a) 2,00025; 144,001 — 2,000251 = 10 ` 


b) 2,000025; 15/32,002 — 2,0000251 = 10"? 


c) 0,02; | sen 0,02 — 0,02 | < 10% 


d) 1,001; | e! — 1,001 |< 10% 


e) 1; | cos 0,01 - 1 | < 107? 


f) -0,01; | In 0,99 - (-0,01) | < 107 
16.2 


l l sa l l 
a) x— —x? b) 1+ x+—xż c)1+—(x-—1)-—-— (x — 1)? 
2 2 3 9 
2 l -i , | 2 
d)1+x e) A AS OA Dx 


g) 1- > 
2 
a) 0,255; | In 1,3 — 0,255 | < 10” (Utilizamos o polinômio de 
Taylor de ordem 2 de In x em volta de x, = 1.) 


=) 


b) 2,02484; 1,/4,1 — 2,024841 = 10 


c) 1,97484; 1,/3,9 — 1,974841 = 10”? (Utilizamos o polinômio 
de Taylor de ordem 2 em volta de x, = 4 de ., y.) 


d) Utilize o polinômio de Taylor de 3'x , de ordem 2, em volta 
de x, = 8. 


f) 0,1; | sen 0,1 - 0,1 | < 107. 
a) 0 


b) +00 
16.3 


y 2 yi 
L a) x- — + — b) 1- — + — 
3! 5! 2! 4! 


du-d- re psi eo 
2 3 4 5 


- - ~ 


» 5 0 ; 22 
d)1 dE 1) — e 12 + —(x-1? 0 e D4 += (x -— 1) 
3 9 81 243 729 


pe qe das 


a(a—1) 2 


— Da —2 —1)(a-—2Xa-3 
e anr q La Ma ) 34 dA la—2Na ) 44 


3! l 4! 
a (œ — 1) (æ — 2) (a — 3) (a — 4) y 
: ; 


+ 


tn 


2. O polinômio de Taylor de ordem n + 1, de sen x em volta de x, 
= 0, é (n ímpar) 


y3 y5 n—1 „n 
x— — +— -—...(—1) 2 —. Assim 
3! 5! n! 
3 5 M-E j (n+2) (5 
X- ho va X “2 E 
sen x — | x= —+——..(-1) 2 — = CW) +2 
3! 5! n! (n+ 2)! 


Como | ft" +2) (x) = 1 (por quê?), segue a desigualdade. 


3. Pelo exercício anterior 


n-—1 


sen 1 — AS 2 a E E Basta 
3! 5! n! (n+ 2)! 


determinar n, por tentativas, de modo que PEN 075, 
n+ 2)! 


4. No Exercício 2, substitua x por x”, assim 


6 -10 n=! 2n -2n+4 
Xx X X X 
sen x? — | x? - — + — —...(—1) 2 s 
3! 5 n! (n + 2)! 
à 1 . 
l Lo vó a 2n | y2n+4 
f sen x? dx — | (x? —-— +.(-1) 2 - a= | — dx 
0 0 3! n! o (n+ 2)! 
1 x2n+ 4 | 
Como basta determinar n, 


— dx = ——— > 
0 (n+ 2)! (2n + Sn + 2)! 


or tentativas, de modo que ———————— < 1077. 
p q (Qn + 5)(n + 2)! 


6. Verifique que 
„2n 2n+1 


2 4! 6! (2n)! 


x 
(2n + D!| 


== 


Para x fixo, faça n tender a +o. 


N e 
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